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Zusammenfassung Sudoku ist ein immer populdrer werdendes Ritsel. Wir sind
der Meinung, dass es sich hervorragend fiir den Mathematikunterricht auf ver-
schiedenen Niveaustufen eignet: einerseits zum Trainieren elementarer Logik, an-
dererseits aber (und hier liegt unser Schwerpunkt) zur Abstraktion ausgehend von
Konkretem. Schiiler kénnen anhand von Beispielen eigenstiandig Losungstrategien
entdecken und, unter Anleitung, als allgemeines Prinzip formulieren.

Wir stellen zunéchst das Rétsel vor, leiten systematisch Losungstechniken her
und zeigen an Beispielen, dass damit auch recht schwere Sudokus geltst wer-
den konnen. Dann stellen wir Hintergrundinformation zur Verfiigung und geben
Hinweise zu weiterfithrenden Informationsquellen. Weiterhin diskutieren wir eine
neue Sudokuvariante mit hoher Symmetrie und eine Moglichkeit, fiir ein gegebenes
Gitter die minimal notwendige Anzahl von Hinweisen abzuschitzen.

Schliisselworter Sudoku - Mathematikunterricht - lateinische Quadrate - Ritsel -
systematisches Losen

Mathematics Subject Classification (2000) 05B15 - 97-01

1 Einleitung

Sudoku ist ein immer populdrer werdendes Ritsel. Frithe Versionen gehen auf
franzosische Zeitungen um 1892 bzw. 1895 zuriick. Dies wurde um 1979 unter
dem Namen ,,number place” in Indianapolis und ab 1984 in Japan unter dem

Ch. Elsholtz (<)
Department of Mathematics, Royal Holloway, Egham, Surrey TW20 OEX, UK
E-mail: christian.elsholtz@rhul.ac.uk

A. Miitze
School of Engineering, University of Warwick, Coventry, CV4 7AL, UK
E-mail: a.muetze @warwick.ac.uk



Ch. Elsholtz, A. Miitze

Namen Sudoku wieder aufgegriffen. Der japanische Name bedeutet auf deutsch
etwa ,.einzelne Ziffern.!

Anlisslich eines Japanbesuchs im Jahre 1997 wurde Wayne Gould, ein ehema-
liger Richter in Hongkong, auf Sudoku aufmerksam. Da er kurz nach der Riickga-
be von Hongkong an China in Ruhestand trat, hatte er genug Zeit fiir sein neues
Hobby [3,4]. Ihm gelang es, die Redaktion der Londoner Times von Sudoku zu
iberzeugen. Seit dem 12. November 2004 verdffentlicht die Times tédglich diese
Ritsel. Diese Neuerung fand schnell grofle Begeisterung bei den Lesern. Schnell
sprangen zahlreiche andere Zeitungen auf diesen Erfolgszug auf. Heute hat Sudoku
internationale Popularitit gewonnen. Es gibt mittlerweile hunderte Biicher mit im-
mer neuen Rétseln und Varianten. Viele der Ritsel sind computergeneriert. Einige
Zeitungen, wie auch der japanische Nikoliverlag, der Sudoku als Warenzeichen
schiitzen lie3, bevorzugen von Hand entworfene Sudokus [5].

In England handelt es sich dabei bereits um ein Massenphdnomen, das die
Kreuzwortritsel ldangst verdriangt hat. In Deutschland ist das Rétsel auch schon
weit verbreitet?, aber noch lange nicht so sehr wie in England. Spotter machen sich
angesichts der kollektiven Zeitverschwendung Sorgen um die Volkswirtschaft. Fiir
eine detailliertere Skizze der Geschichte verweisen wir auf [6,7,8]3. Fiir einen
Bericht iiber die internationale Sudoku-Massenhysterie verweisen wir auf [9].

Das Riitsel besteht aus einem Gitter mit 9 x 9 Feldern, von denen einige mit
Ziffern 1 bis 9 markiert sind. Ziel ist es, alle Felder so mit den Ziffern 1 bis 9
zu fiillen, dass jede Ziffer in jeder Reihe, Spalte und vordefinierter 3 x 3-Box
genau einmal vorkommt. Bei einem korrekt gestellten Sudoku ist die Losung dabei
eindeutig (Abb. 1 und 2).

Die Einfachheit dieser Regeln und die Tatsache, dass es Rétsel verschiedenster
Schwierigkeitsstufen gibt, haben zu dem Erfolg von Sudoku in allen Altersstu-
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Abb. 1 Anfangsstellung der Ziffern (,,Hin- Abb. 2 Eindeutige Losung des Sudokus
weise™“) eines sehr einfachen Sudokus, sie- von Abb. 1
he [10]

1 Wie Bailey, Cameron und Connelly [1] bemerken, tauchte eine Klasse von Designs, die
Sudokus als Spezialfall enthalten, bereits 1956 in Arbeiten von Behrens [2] im Zusammenhang
mit Versuchsanordnungen in der Landwirtschaft auf (siehe Abschnitt 5.1).

2 Der Stern vom 23. Mai 2006 titelte gar ,,Volkssport Sudoku‘.

3 Man beachte, dass die zitierten Wikipediaartikel in verschiedenen Sprachen nicht identisch
sind, und z.B. verschiedene Jahreszahlen nennen, und dass sie fortwihrend bearbeitet werden.
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fen und gesellschaftlichen Schichten beigetragen. Es macht dariiber hinaus Spal,
beim Losen eines konkreten Ritsels intuitiv eigene Losungsstragien zu entdecken.
In diesem Artikel versuchen wir, diese Losungsstrategien nicht nur in Umgangs-
sprache, sondern in mathematischer Sprache zu formulieren. Wir hoffen, dass der
Enthusiasmus der Schiiler vom ,,normalen” Sudokuldsen auch auf dieses formale
Nachdenken iiber die Losungsstrategie iibertragen werden kann.

Viele britische Zeitschriften werben damit, dass man ,,nur Logik, aber keine
Mathematik zum Losen bendtige. Diese vermeintliche Trennung von Mathematik
und Logik wird dem mathematisch vorgebildeten Leser sicher nicht einleuchten.
Gemeint ist, dass man mit den in dem Ritsel vorkommenden Ziffern nicht rechnen
muss, und man die Ziffern auch durch neun andere Symbole ersetzen konnte. Es
verbirgt sich aber auch die Annahme dahinter, dass Mathematik in der Zielgruppe
dieser Zeitungen unpopulr ist.

Im Gegensatz dazu sind wir der Meinung, dass sich das Ritsel hervorragend fiir
den Mathematikunterricht aller Altersstufen eignet. Es wurde bereits darauf hinge-
wiesen, dass bereits Grundschiiler Sudokus 16sen und dabei ihre Logik trainieren
konnen [11,12,13]. Auch fiir Vertretungsstunden ist Sudoku bereits vielfach im
Einsatz. Im Unterschied dazu haben wir in diesem Artikel Schiiler der Sekundarstu-
fen im Blickpunkt. Schiiler konnen anhand von Beispielen eigenstindig Losungs-
trategien entdecken und, unter Anleitung, als allgemeines und abstraktes Prinzip
formulieren. Man vergleiche z.B. mit Mittelstufengeometrie, wo Schiiler zunichst
an Beispielen entdecken, dass die Diagonalen eines Rechteckes gleich lang sind,
dies dann formulieren und anschlieBend beweisen. Schiiler konnen Sudokus ei-
nes gewissen Schwierigkeitsgrades 16sen, ohne vorher mathematisch formulierte
Regeln erlernt zu haben. So konnen sie die verschiedenen Techniken selber identi-
fizieren, sie allgemein formulieren und mit ihrer Hilfe weitere Sudokus, auch mit
erhohtem Schwierigkeitsgrad, 16sen. In diesem Falle steht das Formulieren von Be-
obachtungen als allgemeine Regeln im Vordergrund. Die Beweise dieser Regeln
sind oftmals bei richtiger Formulierung der Regel offensichtlich, z.B. wenn die Re-
gel mehr oder weniger besagt, dass acht von neun Moglichkeiten ausgeschlossen
sind. Detaillierte, aber sehr technische Formulierungen stellen wir als Ergidnzung
in einer langeren Version dieser Veroffentlichung mit erweitertem Anhang auf der
Internetseite des ersten Autors zur Verfiigung [14]. Je nach mathematischer Reife
der Schiiler kann das Thema mehr oder weniger abstrakt behandelt werden.

Die in Sudokubiichern angegebenen kompletten Losungen sind fiir den in die-
sem Aufsatz diskutierten didaktischen Einsatz im Mathematikunterricht nicht ge-
eignet, wenn keine schrittweise Begriindung gegeben wird, wie man auf die Losung
kommen kann. Ein Sudokul6ser, der an einer Stelle stecken bleibt, wird moglicher-
weise selbst mit einer Losung nicht wissen, wie er diese finden kann. Auflerdem
konnte es sich auch um ein schlecht gestelltes Sudoku mit mehreren Losungen
handeln. Sudoku handelt vom schrittweisen logischen Schliefen, und nicht vom
Raten. Systematische Durchsuchung aller Fille kann aber natiirlich weiterhelfen.

Wenn die Schiiler jeden Losungsschritt schriftlich begriinden miissen, werden
sie sehr schnell einsehen, dass eine allgemeine Begriindung mit einer abstrakten
Regel viel effizienter ist, als jedes mal neu die Situation im Spezialfall zu erkliren.
Die Schiiler kénnen die Strategien, die sie beim Losen eines Sudokus entdecken,
zuerst in dhnlicher Weise in Worte fassen, darauf aufbauend die verschiedenen
Techniken formulieren, und dann Losungswege zu weiteren Sudokus finden.
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Dieser Aufsatz ist wie folgt aufgebaut: Zunichst fithren wir die Notation ein
und erldutern dann Losungstechniken. Im Unterschied zu zahlreichen Ritselan-
leitungen, die eine Reihe von Techniken und Tricks erldutern, gehen wir syste-
matisch vor und studieren von zwei Grundprinzipien ausgehend alle Unterfille.
Dann zeigen wir an Beispielen, dass damit auch recht schwere Sudokus gelost
werden konnen. Weiterhin stellen wir Hintergrundinformation zur Verfiigung und
geben Hinweise zu weiterfilhrenden Informationsquellen. In den letzten beiden
Abschnitten diskutieren wir eine neue Sudokuvariante mit hoher Symmetrie und
eine Moglichkeit, fiir ein vorgegebenes Sudokugitter eine untere Schranke fiir die
Anzahl der notwendigen Hinweise anzugeben. Einige weitere Informationen findet
man in Anhingen der online verfiigbaren erweiterten Version dieser Veroffentli-
chung [14].

2 Nomenklatur

Ein groBer Teil der umfangreichen Sudokuliteratur gibt nur das Ritsel und die Lo-
sung in Form des vollstidndigen Gitters an, so dass keine Notation notwendig ist.
So hat sich zur Zeit noch keine einheitliche Terminologie fiir die verschiedenen
Elemente eines Sudokugitters durchgesetzt. Besonders in der englischsprachigen
Literatur werden eine ganze Anzahl verschiedener Begriffe verwendet, um das
gleiche zu bezeichnen. Teilweise wird aber auch derselbe Begriff auf verschiede-
ne Elemente angewandt. Wir verwenden sprachlich naheliegende Bezeichnungen,
wie sie auch in einem weit verbreiteten Buch benutzt werden [15], und fiihren
Alternativformen und englischsprachige Begriffe der Vollstindigkeit halber im
Anhang A.1 auf (Abb. 3):
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Abb.3 Nomenklatur und Beispielzellen fiir Kennzeichnung der Zellen mit Matrizenschreibweise

— Zelle: Eine der 81 kleinsten Untereinheiten des Sudokugitters

— Reihe: Neun nebeneinander liegende Zellen. Jedes Sudokugitter hat neun Rei-
hen, nummeriert von der oberen Reihe ausgehend von 1 bis 9.

— Spalte: Neun untereinander liegende Zellen. Jedes Sudokugitter hat neun Spal-
ten, nummeriert von der linken Spalte ausgehend von 1 bis 9.
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— Box: Block aus neun Zellen, die in jeweils drei untereinander liegenden Reihen
und jeweils drei nebeneinander liegenden Spalten liegen. Des Weiteren ist jede
Box entweder mit den Spalten 1-3, 4-6 oder 7-9, sowie den Reihen 1-3, 4-6
oder 7-9 assoziiert. Die Boxen sind von links nach rechts und von oben nach
unten nummeriert (,,B1“—, B9).

— Abschnitt: Drei nebeneinander oder drei untereinander liegende Boxen (,,hori-
zontaler*/,,vertikaler Abschnitt).

— Hinweise: Die in der Anfangsstellung vorgegebenen Ziffern.

Analog zur Matrizenschreibweise werden die 81 Zellen durch ihre jeweilige
Reihe und Spalte gekennzeichnet. So bezeichnet z.B. (3,7) in der dritten Reihe die
siebte Zelle von links und (8,9) die Zelle am rechten Rand in der achten Reihe. Mit
dieser Nomenklatur sind alle Zellen eindeutig festgelegt. Die Berechnungen (i) des
Index der Box, der eine Zelle, (ii) der Indizes der drei Boxen, der eine Reihe oder
Spalte, und (iii) der Indizes der drei Reihen und Spalten, die einer Box angehoren,
sind in Anhang A.2 aufgefiihrt.

Alternativ zur Nummerierung der Reihen und Spalten mit Zahlen kénnten auch
die Reihen von A bis T und die Spalten von a bis i gezihlt, siehe z.B. [16], sowie
Mischformen beider Ansitze verwendet werden (vgl. Schach). Weitere Moglich-
keiten wiéren dadurch gegeben, die Nomenklatur auf Boxen aufzubauen, und sich
jeweils auf die i-te Zelle in Box Bj zu beziehen. Wir kommen in Abschnitt 6
darauf zuriick.

3 Losungstechniken
3.1 Allgemeines

Zu Beginn von Sudokuritselbiichern und -zeitschriften werden oft zahlreiche
,» Lipps™ und ,,Losungsstrategien” gegeben. Anzahl und Komplexitét, und oft auch
die Bezeichnungen, sind dabei stark von der jeweiligen Literatur abhédngig. Wir
bemiihen uns, nicht zahllose individuelle Tricks anzugeben. Stattdessen beschrin-
ken wir uns auf zwei wichtige Grundprinzipien (allgemeine Losungstechniken),
die wir systematisch darstellen: ,,Elimination’ (E) und ,,Vervolistindigung* (V).

— Elimination* heift, fiir eine feste Ziffer x in einer Reihe, Spalte oder Box,
acht der neun moglichen Zellen auszuschlieB3en.

- ,Vervollstindigung* hingegen heifit, fiir eine feste Zelle in einer Reihe, Spalte
oder Box, acht der neun moglichen Zifferneintriage auszuschlieB3en.

Unserer Erfahrung nach ist Elimination am Anfang die am hiufigsten zu ver-
wendende Methode. Die Technik der Vervollstindigung wird bei sich fiillendem
Sudokugitter wichtiger.* Es kann bei einem Sudoku auch vorkommen, dass man
keine der beiden Techniken in Reinform anwenden und z.B. zunéchst nur sechs
oder sieben der neun Moglichkeiten ausschliefen kann. In der allgemeinen Sudo-
kuliteratur wird in diesen Situationen oft vorgeschlagen, die verbleibenden Mog-
lichkeiten mit einem Bleistift in eine Ecke der betroffenen Zellen einzutragen (engl.

4 Siehe auch die Reihenfolge der verwendeten Techniken im Beispielsudoku, Abschnitte 4.1
bis 4.3.
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»pencil marking**). Wir verwenden solche ,,partielle” Techniken in den Schritten 15,
16, 17 und 27 des zweiten Losungswegs fiir das Beispiel-Sudoku (Abschnitt 4.3).

Die beiden Techniken konnen auch mit groerer Schritttiefe als eins eingesetzt
werden. Das bedeutet, dass die Platzierung einer Ziffer x in eine Zelle (i,7) die
Platzierung dieser Ziffer in einer anderen Reihe, Spalte, oder Box ausschliefen
wiirde. Wir verwenden so eine Technik in Schritt 16 des zweiten Losungswegs
fiir das Beispiel-Sudoku (Abschnitt 4.3). Mit zunehmendem Schwierigkeitsgrad
eines Sudokus wird man derartige Techniken vermehrt einsetzen miissen. Wih-
rend diese partiellen Losungsschritte und iterativen Losungen durch die zuneh-
mende Komplexitét fiir einen menschlichen Sudokuldser schwer zu finden sein
konnen, ist ihre Implementierung in Computern relativ einfach (,,Backtracking),
siehe [17].

Je nachdem, ob die Elimination oder Vervollstindigung jeweils von einer Reihe,
Spalte oder Box ausgeht, konnen die E- und V-Techniken in weitere Untergruppen
unterteilt werden. Diese werden in den folgenden Abschnitten 3.2 und 3.3 dis-
kutiert. Im Unterricht konnen die Schiiler zunichst hingefiihrt werden, ,,nur* die
beiden Techniken E und V zu formulieren, und dann auch die jeweiligen Unterva-
rianten zu identifizieren.

3.2 Elimination — mehr Details
3.2.1 Boxbasierte Elimination

Man beobachtet leicht:

— Ist eine Ziffer x bereits in zwei von drei Boxen eines Abschnittes vorhanden,
so ist die Lage von x in der dritten Box dadurch bis auf drei Zellen festgelegt.
Kann man zwei der drei verbleibenden Moglichkeiten ausschlie3en, so hat man
den Platz von x eindeutig gefunden. Wir nennen dieses Verfahren ,.boxbasierte
Parallelelimination (EBP) (Abb. 4). Es kann sowohl horizontal (auf Reihen)
als auch vertikal (auf Spalten) angewandt werden.

— Da jede Box Bk in genau zwei Abschnitten liegt (einem horizontalen und ei-

nem vertikalen), kann dieses Verfahren oft gleichzeitig auf beide angewandt
werden:
Wenn die Lage der Ziffer x sowohl in mindestens einer der zwei anderen Bo-
xen des horizontalen, als auch in mindestens einer der zwei anderen Boxen des
vertikalen Abschnittes feststeht, so ist die Platzierung von x in der Box Bk
bereits bis auf maximal vier Zellen festgelegt. Kann man drei dieser vier ver-
bleibenden Moglichkeiten ausschlieen, so hat man den Platz von x eindeutig
gefunden. Wir nennen dieses Verfahren ,,boxbasierte Kreuzelimination™ (EBK)
(Abb. 5).

In diesem Sinne kann EBK auch als Unterfall der EBP verstanden werden.
Jeder Lehrer moge fiir sich selber entscheiden, ob diese Untergruppierungen der
Elimination (oder Vervollstindigung im Abschnitt 3.3) und der entsprechenden
Notation den Schiilern des Kurses bei der Formulierung eines . Beweisesd einer
Losung eher hilft, oder die Schiiler eher verwirrt.

> Angabe der Schrittfolge der Lésung eines Sudokus mit Begriindung jedes einzelnen Schrittes.
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Abb. 4 Beispiel zur boxbasierten Parallel- Abb. 5 Beispiel zur boxbasierten Kreuz-
elimination (EBP) (horizontal) — der Ein- elimination (EBK) — der Eintrag in Zelle
trag in Zelle (3,8) muss eine 1 sein (2,8) muss eine 1 sein

Aufgrund von bereits besetzten Feldern konnen weitere boxbasierte Elimina-
tionsmoglichkeiten unterschieden werden. Wir zidhlen die verschiedenen Elimi-
nationsmoglichkeiten mit Hilfe von Eliminationsgeraden (EG) systematisch auf.
Immer wenn mindestens zwei sich kreuzende EG vorhanden sind, ordnen wir die
Technik dem Unterfall der EBK zu:

1. Eine EG und fiinf weitere besetzte Felder (EBP) (Abb. 6).

2. Zwei parallele EG und zwei weitere besetzte Felder (EBP) (Abb. 4).

3. Zwei sich kreuzenden Geraden und drei weitere besetzte Felder (EBK) (Abb. 5).

4. Zwei parallele Eliminationsgeraden, eine dazu senkrechte EG und ein weiteres
besetztes Feld (EBK) (Abb. 7).

5. Zwei parallele EG und zwei weitere, zu den ersten beiden senkrechten, EG
(EBK) (Abb. 8).

Den Fall von keiner EG und acht besetzten Feldern ordnen wir der Technik der
Vervollstindigung zu (Abschnitt 3.3).

1 1
3|4 1
39) @8 4
1
Abb. 6 Beispiel zur boxbasierten Parallel- Abb. 7 Beispiel zur boxbasierten Kreuz-
elimination (EBP) durch eine EG und fiinf elimination (EBK) durch zwei parallele EG,
weitere besetzte Felder — der Eintrag in Zel- eine dazu senkrechte EG und ein weiteres
le (3,9) muss eine 1 sein besetztes Feld — der Eintrag in Zelle (3,8)

muss eine 1 sein
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3.9)

1

Abb. 8 Beispiel zur boxbasierten Kreuzelimination (EBK) durch zwei parallele und zwei weitere,
zu den ersten beiden senkrechten, EG — der Eintrag in Zelle (3,9) muss eine 1 sein

Diese Anzahlen der EG und zusitzlich besetzten Felder konnen mit einer For-
mel ausgedriickt werden: Es sei & die Anzahl der horizontalen und v jene der
vertikalen Eliminationsgeraden (also0 < h <2und 0 < v < 2) und es sei w die
Anzahl der weiteren besetzten Zellen: Ist w + 3(h 4+ v) — hv = 8, so verbleibt nur
noch eine Moglichkeit, die Ziffer x zu platzieren.

Im Anhang der online erhéltlichen erweiterten Version dieser Veroffent-
lichung [14] stellen wir derartige Formeln in Form von mathematisch ausformulier-
ten Sédtzen noch einmal zusammen und verweisen auf Alternativen zur Definition
der EBK als Unterfall der EBP. Da diese Formulierungen aber sehr technisch sind,
sind sie fiir den Unterricht weniger gut geeignet.

3.2.2 Reihen- und spaltenbasierte Elimination

Wir diskutieren reihen- und spaltenbasierte Elimination in einem Abschnitt, da
die Rolle von Reihen und Spalten durch Drehung vertauscht werden kann. Bei
den reihenbasierten (spaltenbasierten) Eliminationstechniken werden alle Spalten
(Reihen) und jene Boxen des Abschnitts, in dem sich die betrachtete Reihe (Spalte)
befindet, verwendet. Analog zu den boxbasierten Eliminationstechniken, bei denen
die Reihen und Spalten der betrachteten Box verwendet werden, unterscheiden wir
folgende Verfahren:

— Reihenbasierte (Spaltenbasierte) Kreuzelimination (ERK (ESK)): Ist eine Zif-
fer x bereits in i Spalten (Reihen) vorhanden, so ist die Lage von x in jeder
Reihe (Spalte) auf 9 — i Zellen festgelegt. Kann man fiir eine Reihe (Spalte)
8 —i der 9 —i verbleibenden Moglichkeiten ausschlielen, so hat man den Platz
von x eindeutig gefunden (Abb. 9 und 10).

— Reihenbasierte (Spaltenbasierte) Parallelelimination (ERP (ESP): Ist eine Zif-
fer x bereits in k Boxen eines horizontalen (vertikalen) Abschnitts vorhanden,
so ist die Lage von x in jeder Reihe (Spalte), die diesem Abschnitt angehort,
auf 9 — 3k Zellen festgelegt. Kann man fiir eine Reihe (Spalte) 8 — 3k der
9 — 3k verbleibenden Moglichkeiten ausschlieen, so hat man den Platz von x
eindeutig gefunden (Abb. 11).

— Reihenbasierte (Spaltenbasierte) gemischte Elimination (ERG (ESG)): Misch-
form aus ERK (ESK) und ERP (ESP) (Abb. 12).
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(32
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Abb. 9 Beispiel zur reihenbasierten Kreuz- Abb. 10 Beispiel zur spaltenbasierten
elimination (ERK) — der Eintrag in Zelle Kreuzelimination (ERK) — der Eintrag in
(2,3) muss eine 7 sein Zelle (3,2) muss eine 7 sein
112 3[4 5|08 112|3|4 (16)
7 7
7
Abb. 11 Beispiel zur reihenbasierten Paral- Abb. 12 Beispiel zur reihenbasierten ge-
lelelimination (ERP) — der Eintrag in Zelle mischten Elimination (ERG) — der Eintrag
(1,6) muss eine 7 sein in Zelle (1,6) muss eine 7 sein

Wie zuvor bei der boxbasierten Elimination, so konnen auch hier aufgrund von
bereits besetzten Feldern weitere Unterfélle unterschieden werden. Pro Technik —
Kreuz-, Parallel- und gemischter Elimination — gibt es davon sieben, die wir exem-
plarisch fiir die ERK aufzéhlen, dabei jedoch auf weitere Abbildungen verzichten.
Mit der in Reihe i zu platzierenden Ziffer x sind dies:

1. Sieben Spalten j1 bis j7, die x enthalten, und eine besetzte Zelle in Reihe 1,

die nicht den Spalten j1 bis j7 angehort.
2. Sechs Spalten j1 bis j6, die x enthalten, und zwei besetzte Zellen in i, die

nicht den Spalten j1 bis j6 angehoren.

usw.
7. Eine Spalte j, die x enthilt, und sieben besetzte Zellen in Reihe i, die nicht

Spalte j angehoren.
Den Fall von keiner Spalte, die x enthélt, und acht besetzten Feldern ordnen wir
der Technik der Vervollstindigung zu (Abschnitt 3.3).
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3.3 Vervollstindigung — mehr Details

Wir kommen nun zur zweiten Haupttechnik, fassen uns hier aber deutlich kiirzer:
Man beobachtet leicht:

— Ineiner Reihe, Spalte oder Box mit acht bekannten Eintrdgen ist auch der neunte
eindeutig festgelegt. Diese Technik nennen wir ,,Vervollstindigung durch Rei-
he* (VR), ,,Spalte (VS) oder ,,Box* (VB) (z.B. VR: Abb. 13).

Verallgemeinert, resultiert der folgende Satz:

Satz: Betrachten wir die Zelle (1,3 ) in Box Bk: Wir bilden die Vereinigungsmenge
V der bereits bekannten Ziffern in Reihe i, Spalte j und Box Bk. Ist |V | = 8, dann
ist der Eintrag in (1,7 ) eindeutig bestimmt.

Diese Technik bezeichnen wir mit Vervollstindigung durch Reihe, Spalte und
Box (VRSB) (Abb. 14).

Zusitzlich zur Mischform VRSB, die aus allen drei der oben genannten drei
Reinformen VR, VS und VB gebildet wird, gibt es Mischformen, die jeweils zwei
der drei Reinformen vereinen. Wir bezeichnen diese jeweils mit VRS (Abb. 15),

112345 6| 7| 809 113
25|63 4 7

9

8

Abb. 14 Beispiel zur Vervollstindigung
durch Reihe, Spalte und Box (VRSB) — der
Eintrag in Zelle (3,3) muss eine 6 sein

Abb. 13 Beispiel zur Vervollstindigung
der Reihe (VR) — der Eintrag in Zelle (1,9)
muss eine 9 sein

1 113
3
2| 5|63 4 7 2| 5|63 4 7
9
8

Abb. 15 Beispiel zur Vervollstindigung
durch Reihe und Spalte (VRS) — der Ein-
trag in Zelle (3,3) muss eine 6 sein

Abb. 16 Beispiel zur Vervollstindigung
durch Reihe und Box (VRB) — der Eintrag
in Zelle (3,3) muss eine 6 sein
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VRB (Abb. 16) und VSB. Fiir die jeweiligen Sétze zu diesen Formen verweisen wir
wieder auf den Anhang der ldngeren Version dieser Veroffentlichung [14].

4 Beispiel-Sudoku
4.1 Einfiihrung

Dass die genannten Regeln ausreichen, um viele, auch schwere, Sudokus zu 16sen,
demonstrieren wir anhand eines schwierigen Sudokus. Das folgende Sudoku wurde
von der Times am 23. Juli 2005 veroffentlicht, hat die Nummer 245 und die hochste
Schwierigkeitsklassifikation ,,Fiendish*. Abbildung 17 zeigt dieses Ritsel.

3 7 9
4 8
2 7
3 9|5 8
6 2
1 28 3
5 8
1 9
4 3 2

Abb. 17 24 Hinweise des Beispiel-Sudokus, siehe [18]

Zu diesem Sudoku gibt es sicher viele verschiedene Losungswege, von denen
wir nur zwei angeben, wobei die Techniken beim zweiten auch partiell und mit
Schritttiefe grofler eins verwendet werden. Die Losungswege werden schrittweise
aufgearbeitet. Dafiir werden nacheinander zu jedem Schritt nicht nur die Zelle und
die Ziffer, sondern auch die verwendete Technik angegeben.

Wie bereits eingangs erkldrt (Abschnitt 1), sind wir der Ansicht, dass schritt-
weise Begriindungen, wie man auf eine Losung eines Sudokus kommen kann,
wesentlich sind, wenn diese fiir den didaktischen Einsatz im Mathematikunterricht
geeignet sein soll. Durch die Notwendigkeit, jeden Losungsschritt schriftlich zu
begriinden, werden die Schiiler schnell begreifen, dass es viel effizienter ist, die
Begriindungen anhand von abstrakten Regeln zu geben, als sie jedes mal neu im
Spezialfall zu erkléren.

Wir empfehlen dem Leser, dieses Beispiel-Sudoku zunichst selber auszupro-
bieren, denn wenn man die Losung erst einmal kennt, kann man den Schwierig-
keitsgrad weniger gut nachvollziehen.

4.2 Erster Losungsweg

Dieser Losungsweg verwendet sowohl Eliminations- als auch Vervollstindigungs-
techniken, wie sie in Abschnitt 3 definiert wurden. Es werden weder partielle
Techniken noch Schritttiefen grofer eins angewandt.



Ch. Elsholtz, A. Miitze

Zu Beginn des Losungswegs werden ausschlieBlich die boxbasierten Elimina-
tionstechniken EBK und EBP verwendet. In der Praxis sind dies oft die Schritte,
die dem Sudokuldser als erstes ins Auge fallen. Die ersten fiinf Schritte sind un-
abhinging voneinander, weshalb ihre Reihenfolge beliebig gewéhlt werden kann.

Schritt  Zelle Ziffer Technik Schritt Zelle Ziffer Technik

1 (16) 2  EBK 2 43) 2  EBK
3 (37 8 EBK 4 94) 8  EBK
5 @1) 3 EBK

Schritte 612 bauen auf den Schritten 2, 4 und 5, sowie aufeinander auf. Aus
den vorhergehenden Schritten i — j, j > 1, die bendtigt werden, um Schritt i
durchfiihren zu konnen, wird in der Kommentarzeile von Schritt i jeweils derje-
nige mit der hochsten Schrittnummer angegeben. Ein vergroBerter Zeilenabstand
bedeutet, dass der nédchste Schritt, i, nicht auf dem vorherigen, i — 1, sondern auf
weiter zuriickliegenden, i — j, j > 2, aufbaut.

Schritt Zelle Ziffer Technik Kommentar

6 (3,9 3 EBK benotigt 5

7 (8,7) 3 EBK benotigt 6

8 (8,5 5 EBK benotigt 4

9 9,2) 5 EBP benotigt 8

10 (7,8) 2 EBK benotigt 7

11 2,7) 2 EBP benotigt 10
12 (8,2) 2 EBK bendtigt 2, 10

Nun sind alle 2en platziert, und die Ziffern 1 und 3 bis 9 konnen nicht mehr
durch die auf Boxen aufbauenden Eliminationstechniken EBK/EBP vervollstandigt
werden (Abb. 18).

312407 |9
3.4 812,
2 NS
3122] |9]5| |8
6 2
1 2|8
52,8
NIEEICARNES
4]5. 318,

Abb. 18 Stellung der Zitfern im Beispiel-Sudoku nach Schritt 12. Schritthummer und verwendete
Technik sind jeweils durch Indizes angegeben

Ab dem folgenden Schritt 13 werden neben den boxbasierten Eliminations-
techniken EBK/EBP auch Vervollstindigungstechniken sowie reihen- und spalten-
basierte Eliminationstechniken verwendet.
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Schritt  Zelle Ziffer Technik Kommentar

13 4,1) 7 VRSB benotigt 2

14 (9,6) 9 ERP benotigt 9

15 (8,9) 4 EBP benotigt 10
16 (8,6) 7 ERK benotigt 15
17 (8,3) 6 ERK benotigt 16
18 8,1 8 VR benotigt 17
19 (7,2) 7 EBP benotigt 16
20 (6,9) 7 ERK benotigt 16
21 2,9) 5 ESK benotigt 20
22 3.4 5 ERG benotigt 21
23 (3.,2) 9 ERG benotigt 22
24 5,2) 8 VRB benotigt 23
25 (1,2) 6 AV benotigt 24

Abbildungen 19 und 20 zeigen das Beispiel-Sudoku jeweils nach Schritt 19
und 25. Schrittnummer und verwendete Technik fiir die Schritte 13 bis 19 bzw. 20
bis 25 sind jeweils durch Indizes angegeben.

24

312|7 9 6, 3 9
21
3|4 2 3 42'3 . 5.
2 8 3 2 9ERG 5ERG 3
7°13 9/5| |8 7]3 9/ 5| |8
6 2 68" 2
1 2|8 1 2|8 7
7" 5/2]8 7 5/2]8
18 EEE 17 16 15
216 |115]7. |3|9}4 812615/ 7[3]9
VR ERK] E1R4K EBP)
45|38 5 8
ERP)
Abb. 19 Stellung der Ziffern im Beispiel- Abb. 20 Stellung der Ziffern im Beispiel-
Sudoku nach Schritt 19 (erster Losungs- Sudoku nach Schritt 25 (erster Losungs-
weg) weg)

Schritt  Zelle Ziffer Technik Kommentar

26 (1,3) 8 EBK benotigt 18
27 (1,1 5 EBP benotigt 26
28 2,3) 1 VB benotigt 27
29 (7,1) 1 EBP benotigt 27
30 6,1) 9 VS bendtigt 29
31 (7,3) 9 VB benotigt 29
32 (6,3) 5 ERK benotigt 27
33 (5,3) 4 VS, VB  benétigt 32
34 (1,8) 1 ERK benotigt 27
35 (1,4) 4 VR benotigt 34
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Hier und im Folgenden bezeichne eine Aufzihlung wie in Schritt 33, dass alle
aufgezéhlten Techniken unabhingig angewendet werden konnen. Abbildung 21
zeigt das Beispiel-Sudoku nach Schritt 35. Schritthnummer und verwendete Technik
fiir die Schritte 26 bis 35 sind wiederum jeweils durch Indizes angegeben.

Nach Schritt 35 bauen die einzelnen Schritte weniger eindeutig aufeinander auf
als bisher, und viele verschiedene Reihenfolgen sind moglich. Daher verzichten wir
im Folgenden auf die Kommentarzeile und betonen nochmals, dass der angegebene
Losungsweg nur einer von vielen moglichen ist.

Schritt  Zelle Ziffer Technik Schritt  Zelle Ziffer Technik

36 (38) 4  EBP 37 28 6 VB
38 (58) 5  ESK 39 98 7 Vs
40 @47) 4  ERK 41 49 1  ERK
42 44 6 VR 43 (66) 4  ERK
44 67 6 VR 45 657 9 VB
46 ©7) 1 VR 47 99 6  VB,VS
48 24 9  ERK 49 25 7 VR
50 (54) 7  ESK ERK, 5l 74 3 Vs
EBP 52 (7,5) 4 EBP, ERK
53 76) 6 VB 54 (3,5 6  EBP,ERK
55 36 1 VB 56 656) 3 Vs
57 5,5 1 VR, VS,VB

Das vollstindig geloste Beispiel-Sudoku ist in Abb. 22 gezeigt. Schrittnummer und
verwendete Technik fiir die Schritte 36 bis 57 sind wiederum jeweils durch Indizes
angegeben.

5,168,143 T s[6[8]4]3[2]7]1

[ IR CAEHI) E1CH

2075 : ADEEGNONE
7132 9|5 |8 73|26 ] 9|5[4" 81"
6|84 2 68| 4]7./1.]3,]9,15./ 2
9. 15028 317 9/1|/5[2|8l4l6. 3|7
17 ]9 8 117/ 93476 |5 28
8l2/6|1/5/7[3| 94 8l2]6 73] 9] 4
415 8 4)5]3|8]2]9[1"776"

Abb. 21 Stellung der Ziffern im Beispiel- Abb. 22 Losung des Beispiel-Sudokus (er-
Sudoku nach Schritt 35 (erster Losungs- ster LOsungsweg); «: vs.vs; s#: VR,VS.VB
Weg); «! vs,vB

4.3 Zweiter Losungsweg

Im Gegensatz zum ersten Losungsweg werden hier die Techniken auch partiell
und mit Schritttiefe groBer eins eingesetzt. Die Schritte 1-13 sind identisch mit
jenen im ersten Losungsweg. Daher setzen wir die Diskussion mit Schritt 14 fort.



Sudoku im Mathematikunterricht

Zu diesem Zeitpunkt sind alle 2en gesetzt, weitere Ziffern 1 oder 3-9 konnen
nicht mehr durch die Eliminationstechniken EBK/EBP platziert werden, und die
Vervollstandingungstechnik VRSB wurde einmal angewandt, um die Ziffer 7 in
Zelle (4,1) zu bestimmen.

Schritt  Zelle Ziffer Technik Kommentar
14 (7,2) 7 EBP benotigt 13
15 4,4) [4,6] partielle VRS  benotigt 13
16 (6,6) [4,6] partielle VRB, benotigt 13

Schritttiefe 2: 7 in (6,6) wiirde 7 in B8 ausschlieflen.

17 (5,[4,5,6)) 7 partielle VB benotigt 16
18 (6,9) 7 EBK benotigt 17
19 (9,8) 7 EBP bendtigt 18
20 (8,6) 7 EBP benotigt 19

Abbildung 23 zeigt das Beispiel-Sudoku nach Schritt 20. Schritthnummer und ver-
wendete Technik fiir die Schritte 14 bis 20 sind jeweils durch Indizes angegeben.

3(2(7 9
34 8| 2
2 7 8 3
73|26l 9|5 8
6 7%;3717 77 2
1 2| 8pell, |3]7°
= vRE| EBK
7EBP 5 2
2 1157739
4153|182 7"

Abb. 23 Stellung der Ziffern im Beispiel-Sudoku nach Schritt 20 (zweiter Losungsweg)

Ab Schritt 15 werden auch die in Abschnitt 3 als ,,partiell“ bezeichneten Tech-
niken verwendet. Der Einsatz dieser Techniken ermoglicht dann, dass in einem
Folgeschritt eine Ziffer wiederum eindeutig platziert werden kann. Wir erkldren
die Schritte 15—18 etwas ausfiihrlicher: Zunichst bildet man das Paar der Ziffern
4 und 6 in Box B5. Auch wenn man noch nicht weill, wo genau die 4 oder 6
zu platzieren ist, bildet ein solches Paar (oder allgemeiner k Zahlen in k Zellen)
einen wertvollen Hinweis. Hier folgt insbesondere, dass die 7 in Box B5 in der
Reihe 5 liegen muss. Und dies wiederum ist wichtig, um in Schritt 18 die 7 in Zel-
le (6,9) platzieren zu konnen. Wenn man Bleistiftnotizen in der Ecke verwendet,
sieht man eine solche Situation leichter. Man kann die Technik in den Schritten
15-16 als ,,Paare bilden” und in den Schritten 17—-18 als ,,indirektes SchlieBen
bezeichnen.



Schritt
21

22
23
24

25
26

27
28
29
30
31
32
33

34
35
36

Zelle
(9,6)

(8.9)
(8.3)
CHY

(5.8)
(2,9)

Ziffer

(1,[1,3])

(3.4)
(2.4)
(2.5)
(5.4)
(5.6)
(5.5)

(7.4)

3.6)
(2,3)

9
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Technik Kommentar
ERP benotigt 10
EBP benotigt 16
ERK benotigt 22
EBP benotigt 23
EBK benotigt 18
EBP benotigt 25
partielle EBK  benotigt 26
EBK benotigt 27
EBK benotigt 28
EBP benotigt 29
EBP benotigt 30
EBP benotigt 31
VB benotigt 32
EBP benotigt 22
EBK benotigt 33
VRS benotigt 35

Abbildung 24 zeigt das Beispiel-Sudoku nach Schritt 36 (zweiter Losungsweg).
Schrittnummer und verwendete Technik fiir die Schritte 21 bis 36 sind jeweils durch

Indizes angegeben.

Schritt 36 ist eine Art ,,Schliisselschritt”: Er eroffnet eine ganze Reihe an Mog-
lichkeiten, das Sudoku weiter zu 16sen. Daher sind ab hier viele verschiedene
Reihenfolgen moglich, und die einzelnen Schritte bauen weniger eindeutig auf-
einander auf als bisher. Aus diesem Grund verzichten wir wiederum auf die Kom-
mentarspalte, und betonen nochmals, dass die aufgefiihrte Reihenfolge nur eine
von vielen moglichen ist.

Schritt

37
39
41
43
45
47
49
51
53
55
57
59
61

Zelle

(1.8)
3.8)
(6,6)
3.5)
(4.4)
(7.6)
(4.9)
9.7)
(6,7)
(6,1)
(1.2)
(5.2)
(6.3)

Ziffer

—_

NN O AN~ AN BB

Technik

EBP
EBP
EBP
VB
VB
VB
VR

VR, VB

VB
VS
EBP
VS

VR, VS, VB

Schritt

38
40
42
44
46
48
50
52
54
56
58
60

Zelle Ziffer

—

(7.1)
(1.4)
(7.5)
(2,8)
(7.3)
4.7
9.9)
(3.2)
(5.7
(1,1)
(1,3)
(5.3)

PO OO B ONDD

Technik

EBP
EBP
EBP
VB
VB
VRS
VS
VR
VB
VS
VR, VB
VR

Die vollstindige Losung ist natiirlich identisch mit jener aus Abschnitt 4.2
(Abb. 22). Sie ist in Abb. 25 noch einmal gezeigt, wobei Schritthnummern und
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verwendete Techniken fiir die Schritte 37 bis 61 des zweiten Losungsschrittes
durch Indizes angegeben sind.

27 27 56] 57 ] 58] ,40 37
5 3

2|7 516 18 14 2171119
EBK EBK vs| EBp| T | ‘BB EBP)
3] 401.09./7.. 8 5.. 3/4/1]9/7]8]2/6,5]
2| (705, 18] |3 9. 7|56, 1|84, 3
713 2pal9|5| |8 71326954 8|1
6 (MESESIRESE 618,4.[7]1/3]9,/5]2
1] [2]8a| |3 ol 1]5|2]8l4"]6”3]7
ANEA 2|8 1 719,346,528
g 2106°|1/5/7|3|9]4 82|61 70394
5/3[8/297| |7 4)5(3|82]9|1]7]6”
Abb. 24 Stellung der Ziffern im Beispiel- Abb. 25 Losung des Beispiel-Sudokus (In-
Sudoku nach Schritt 36 (zweiter Losungs- dizes fiir Schritte 37 bis 61 des zweiten Lo-
weg) SUNGSWegs); i1 VR,VB} {1 VR,VS.VB

5 Verschiedenes
5.1 Lateinische Quadrate

Sudokugitter sind ein Spezialfall von lateinischen Quadraten. Ein lateinisches Qua-
drat der Ordnung n ist ein n x n-Gitter, in dem in jeder Reihe und Spalte jede der
Zahlen 1 bis n genau einmal vorkommt. Die Frage der eindeutigen Vervollstin-
digung partiell angegebener Quadrate war ein bereits bekanntes mathematisches
Problem, bevor Sudoku so populir wurde.

Bailey, Cameron und Connelly [1] weisen darauf hin, dass eine von Behrens [2]
eingefiihrte Familie von ,,gerechten lateinischen Quadraten, bei denen das n x n-
Quadrat in n Regionen von n Zellen unterteilt wird, in denen auch jede Zahl von
1 bis n genau einmal vorkommt. Sudokus sind also eine spezielle Form hiervon,
wo diese Regionen die neuen 3 x 3-Boxen sind.

Lateinische Quadrate und ihre Erweiterungen wie orthogonale lateinische Qua-
drate, Eulers Offiziersproblem usw. sind ein eigenes interessantes Thema. Dies
fiihrt aber zu weit weg vom Thema dieses Aufsatzes. Die Anzahl lateinischer Qua-
drate ist sehr viel groBer als jene der Sudokugitter, da die Restriktion, dass jede Box
auch alle neun Ziffern genau einmal enthilt, wegfillt. Die Anzahl der lateinischen
Quadrate der Ordnung 9 ist 5.524.751.496.156.892.842.531.225.600. Davon sind
377.597.570.964.258.816 wesentlich verschieden, siehe [19,20].

5.2 Anzahl der Sudokugitter

Felgenhauer und Jarvis [21] haben die Anzahl der verschiedenen Sudokugitter ge-
zihlt. Nach einigen Symmetrietiberlegungen und Computerrechnungen kommen
sie auf 6.670.903.752.021.072.936.960 Gitter. Jarvis und Russell [22] berechneten,
dass davon 5.472.730.538 ,,wesentlich verschieden sind. Fiir diese Rechnung be-
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trachten Jarvis und Russell zwei Gitter als nicht wesentlich verschieden, wenn sie
durch eine oder mehrere der folgenden Symmetrieoperationen ineinander tiberfiihrt
werden konnen:

Permutation der neun Ziffern.

Permutation der drei vertikalen Abschnitte.

Permutation der drei horizontalen Abschnitte.

Permutation der drei Spalten innerhalb eines vertikalen Abschnittes.
Permutation der drei Reihen innerhalb eines horizontalen Abschnittes.
Drehung um 90°, 180° oder 270°.

Spiegelung an den vier Symmetrieachsen eines Quadrates.

N AE WD~

Dabei ist also z.B. auch Vertauschen der Rolle von Spalten und Reihen enthalten.
Fiir den Lehrer ergibt sich iibrigens durch derartige Symmetrien die Moglich-
keit, von einem Sudokuritsel ausgehend, anders aussehende, aber logisch gleich
schwere Aufgaben zu stellen.
Da ein festes Gitter bereits durch viele verschiedene Teilmengen der 81 Ziffern
eindeutig festgelegtist, ist die Anzahl der moglichen Sudokuritsel wesentlich hoher
als die Anzahl der Sudokugitter. Die genaue Zahl ist nicht bekannt.

5.3 Computerprogramme

Computer eignen sich naturgeméB fiir die Anwendung fester Regeln. Sie konnen
nicht nur zuverlissig alle Eliminations- und Vervollstindigungstechniken blitz-
schnell ausprobieren, was fiir den Menschen ermiidend sein kann, sondern er kann
auch miihelos groBere Schritttiefen verwenden. Offensichtlich kann man z.B. mit
einer erschopfenden Suche und hoher Schritttiefe jedes Sudoku 16sen. Dabei sind
in schwierigen Positionen vielerlei Fallunterscheidungen notwendig.

Es gibt zahlreiche Sudoku-Computerprogramme. Einige der Programme kon-
nen nicht nur gegebene Sudokus l6sen, sondern es auch auf Mehrfachlosungen
priifen oder neue Ritsel generieren. Losungen mittels ganzzahliger linearer Pro-
grammierung werden von Kaibel und Koch [23] beschrieben. Sie bieten auch einen
WWW-Service zum Losen einzelner Sudokus an.

Ein kommerzielles Programm ist unter [4] zu finden. Man kann auch bereits
Geld dafiir ausgeben, um nur das Ritsel per SMS gesendet zu bekommen, oder ne-
ben konventionellen auf Papier gedruckten Ritseln auch ,.elektronische Ritselbii-
cher* im Taschenformat erwerben. Wir haben keines der kommerziellen Produkte
getestet.

Ein frei verfiigbares Programm ist z.B. das von McLoone [24], das unter Ma-
thematica lauft. Wenn man im Internet nach ,,Sudoku® und ,,freeware’ sucht, findet
man noch weitere Programme.

5.4 Schwierigkeitsgrad

Der Schwierigkeitsgrad eines Sudokus ist nicht objektiv. Meistens schitzen die
Aufgabensteller mittels Computerprogrammen die benétigte Komplexitit der not-
wendigen Techniken ab. Auch manchmal angegebene Zeitangaben variieren stark
mit der Zielgruppe der Leser.
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Die Anzahl der vorgegebenen Hinweise ist kein gutes Maf fiir den Schwie-
rigkeitgrad eines Sudokus. Mit wenigen Hinweisen mag es zwar nicht so leicht
sein, einen Anfang zu finden, die schwierigste Stelle beim Losen wird aber oft erst
erreicht, wenn bereits mehr als die Hilfte der Ziffern eingetragen ist.

5.5 Sudoku-Variationen

Es gibt zahlreiche Variationen vom klassischen Sudoku. Exemplarisch nennen wir
das kleinere Sudoku, das auf einem 6 x 6-Gitter beruht, wobei die Boxen dann
keine Quadrate mehr sind. Es gibt Sudokus mit 16 x 16- oder 25 x 25-Gittern
und dreidimensionale Varianten. Beim ,,Samurai Sudoku* greifen fiinf Sudokus
ineinander iiber. Weitere Stichworte sind ,,Kakuro™ und ,,Killersudoku®. Fiir einen
Uberblick und weitere Referenzen vergleiche man die Wikipediaartikel [6,7].

5.6 Informationen im Internet und weitere Literatur

Waihrend die Autoren an diesem Artikel arbeiteten, sind andere dhnliche Artikel
erschienen, wie [21,23,17].

Das Internet ist natiirlich auch eine sehr gute und schnelle Informationsquelle
fiir Informationen iiber Sudoku fiir eine Vielzahl verschiedener Zielgruppen. Eine
gro3e Anzahl weiterer Links ist in [25,26,27] zu finden. Fiir sehr fortgeschrittene
Losungstechniken verweisen wir hier besonders auf [28].

6 Positionssudoku — eine neue Sudokuvariante

In diesem Abschnitt schlagen wir eine Variante von Sudoku vor, die eine hohe-
re Symmetrie hat, und bei der daher moglicherweise die minimale Anzahl der
notwendigen Hinweise kleiner als 17 ist.

Zusitzlich zu der Regel, dass in jeder Reihe, Spalte und Box jede Ziffer ge-
nau einmal vorkommt, fordern wir, dass in jeder festen Position innerhalb der
neun Boxen jede Ziffer genau einmal vorkommt; oder andersherum ausgedriickt,
dass jede Ziffer in allen neun Boxen in verschiedenen Positionen ist. Dies nen-
nen wir ,,Positionssudoku®. Ein Positionssudoku ist also ein lateinisches Quadrat,
das simultan beziiglich der Boxen und beziiglich der Position innerhalb der Bo-
xen gerecht ist (oder ein multiples gerechtes Design nach Bailey, Cameron und
Connelly [1]).

Es ist offensichtlich, dass man beim normalen Sudoku die Rolle von Reihen
und Spalten vertauschen kann. Jede Regel, die fiir Reihen formuliert wird, kann
in eine Regel fiir Spalten umformuliert werden. Beim Positionssudoku kann man
auch Reihen und Spalten mit den Boxen vertauschen, wie unten erldutert wird.

Gehen wir noch einmal zuriick zur Frage der Notation. Eine Zelle kann eindeu-
tig durch Reihe und Spalte beschrieben werden, so dass man sich dies auch durch
ein Koordinatensysten vorstellen kann. Ein anderes Koordinatensystem ist dadurch
definiert, zunichst die Box anzugeben, und dann die Lage innerhalb der Box. So
liegt z.B. die Zelle (2,7) in Reihe 2 und Spalte 7 in Box B3 an Position 4. Hierbei

. . . . . 123
seien die Zellen innerhalb einer Box analog zu den Boxen durchnummeriert: 456 .
789
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Bildet man also die Abbildung f von der Reihen-und-Spalten-Schreibweise (1,3)
in die Boxnotation (k,1)pex, so folgt:

3'1—1 -1 |
f.(1,3)+—><L 3 J+{ 3 J+,

3((1 — 1) mod 3) + ((7 — 1) mod 3) + l>

Box

Hierbei bedeutet |a ]|, dass die positive reelle Zahl a zur néchst kleineren Zahl
abgerundet wird (Beispiel ng = 1). Die Abbildung f ist eine Involution, d.h.
dass die Umkehrabbildung dieselbe Abbildung ist. So wird z.B. (2,7) auf (3,4) und
(3,4) wiederum auf (2,7) abgebildet.

Das Sudokugitter in Abb. 26 ist ein solches Positionssudokugitter. Die Abbil-
dung f bildet es auf das in Abb. 27 gezeigte Positionssudoku ab.

112|3|4/5/6|7(8]|9 112|3(7|8(9]|4|5|6
7/8/9(1|2|3[4|5]6 4/5(6(1]123]|7|8]9
4/5/6(7|8(9]|1|2]3 7189456123
2/1/4(3|6|5|8|9]|7 2/1/4(3|6|5|8|9]7
3/6|5(8|9|7([2]|1]4 3/6/5(8(9(7]2|1]4
8(9|7(2|1|4(3|6]5 8/9|/7(2|1(4]|3|6]|5
5(3|1|(6|4|2(9]|7]8 5/3/1(6(4(2]|9|7]8
6(4|2(9|7|8(|5[3|1 614|297 8[5[3|1
9(7|8(|5|3|1[6]|4]2 9|7(8|5|3|1]|6(4|2
Abb. 26 Erstes Positionssudoku Abb. 27 Zweites Positionssudoku, das man

aus dem ersten Positionssudoku (Abb. 26)
erhilt, indem man die Abbildung f anwen-
det

Das in Abb. 28 gezeigte dhnlich aussehende Positionssudoku ist ein Fixpunkt
der Abbildung f, da die i-te Reihe mit der i-ten Box iibereinstimmt.

Wihrend bei einem Positionssudoku die Reihe 1 auf die Box 1 abgebildet wird,
wird die Spalte j auf die Position j innerhalb der neun Boxen abgebildet. So ist
z.B. in Abb. 26 die erste Spalte (1, 7, 4, 2, ...) auch die Folge der ersten Position
in den Boxen B1, B2, B3 etc. in Abb. 27. Durch die Abbildung f ist fiir Posi-
tionssudokugitter also eine neue Symmetrie definiert, die nicht im Abschnitt 5.2
aufgelistet wurde. Reihenbasierte Losungsregeln gehen also auf boxbasierte Re-
geln iiber und umgekehrt. Wenn man das eine Positionssudoku 16sen kann, dann
auch das andere durch entsprechende Umformulierung aller Schritte.

Wenn man der Meinung ist, dass die Gitter, die durch die Abbildung f aufein-
ander abgebildet werden, nicht ,,wesentlich verschieden” sind, dann muss man die
Anzahl der wesentlich verschiedenen Sudokugitter (Abschnitt 5.2) entsprechend
verringern. Allerdings ist der Unterschied nicht groB, da die meisten Sudokugitter
keine Positionssudokugitter sind.
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112/3|14/5/6|7|8|9
4/5/6|7/8/9(11/2|3
7/8/9{1/2|3|4|5|6
2|/1/4|3|6|5|8|9]|7
3/6(5(8/9|7(2]1]4
8/9(7(2/1(4]|3|6|5
5/3/1|{6/4/2|9|7|8
6/4/12|9|7|8|5|3]|1
9/7(8[(5/3[1|6]4]|2

Abb. 28 Positionssudoku, das ein Fixpunkt der Reihen-Boxentransformation ist

Das Gitter in Abb. 28 hat noch eine andere interessante Eigenschaft: Geht
man von dem leeren Gitter aus und fiillt es entlang der Reihen mit der kleinsten
moglichen Ziffer, also 1, 2, 3 etc., so erhidlt man dieses Gitter. Dieses Verfahren
heifit Greedy-Algorithmus.

Diese Gitter inspirieren auch dazu, ein ,, Tripelsudoku zu definieren, bei dem
jedes vorkommende Tripel (i,7,k) jeweils dreimal innerhalb eines Abschnittes
vorkommen muss. Weifs man dann z.B., dass (1,2,3) vorkommt, so weis man auch,
dass fiir jedes andere Tripel der Form (1,1,3) 1 = 2 und j = 3 gelten muss.

7 Anzahl der minimalen Hinweise fiir ein gegebenes Sudokugitter

Um ein Sudokugitter eindeutig festzulegen, miissen mindestens acht der neun Zif-
fern als Hinweise vorkommen, da man sonst die zwei nicht vorkommenden Ziffern
austauschen konnte, was der Eindeutigkeit der Losung widerspriche. Weiterhin
miissen auch Hinweise in sechs der neun Spalten (bzw. Reihen) vorhanden sein,
da man andernfalls zwei Spalten ohne Hinweis eines vertikalen (bzw. zwei Reihen
ohne Hinweis eines horizontalen) Abschnitts vertauschen konnte. Die genaue mi-
nimale Anzahl der notwendigen Hinweise ist allerdings nicht bekannt. Wihrend
man kein Beispiel kennt, bei dem 16 Hinweise eindeutig zur Losung vervollstindigt
werden konnen, sind zahlreiche Beispiele mit 17 Hinweisen bekannt, siehe [29].

Die Menge aller Sudokugitter mit dem Computer durchzusuchen, iibersteigt die
Leistungsfiahigkeit heutiger Computer, selbst wenn man sich auf die 5.472.730.538
»wesentlich verschiedenen® Gitter beschrinkt. Fiir jedes Sudokugitter gibt es dar-
tiber hinaus (?é) = 33.594.090.947.249.085 Moglichkeiten, 16 Zellen auszu-
wihlen.

Die analoge Frage ist auch fiir lateinische Quadrate weitgehend offen. Fiir
ein lateinisches Quadrat der Ordnung » wird vermutet (siehe z.B. [30]), dass die

minimale GroBe einer sogenannten Kkritischen Menge L”:J ist, wenn n > 3. Dies
ist bisher fiir n < 8 bewiesen worden [31].

In diesem Abschnitt untersuchen wir die Frage, wie man zu einem fest vorge-
gebenen Sudokugitter eine untere Schranke der minimal notwendigen Hinweise
bestimmen kann. Dazu stellen wir zunéchst die umgekehrte Frage nach fast voll
besetzten Sudokugittern, bei denen die Lésung noch nicht eindeutig ist.
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Als erstes Beispiel betrachten wir Abb. 29: Es ist klar, dass in den fehlenden
Zellen (3,1), (3,3), (4,1) und (4,3) die Ziffern 2 und 7 einzutragen sind, aber dies
konnte in der Form 2 ] oder ] 2 geschehen. Um das Gitter eindeutig zu bestim-
men, muss also notwendigerweise eine der vier Zellen als Hinweis vorgegeben sein.
Ein Vergleich mit Abb. 17 zeigt, dass sogar zwei der Felder vorgegeben wurden.

Als allgemeine Regel kann man festhalten:

Satz: Immer wenn in einem Sudokugitter ein 2 x 2-Untergitter der Form { " auf-
tritt, wobei je zwei Ziffern in einer Box liegen, muss eine der vier Zellen ein Hinweis
sein®.’

Eine dhnliche Einschriankung lasst sich auch fiir 3 x 3-Untergitter angeben (fiir
ein Beispiel, siehe unten):

Satz: Wenn ein Sudokugitter ein 3 x 3 Untergitter enthdilt, das nur mit drei ver-
schiedenen Ziffern gefiillt ist, wobei jeweils drei der Ziffern in einer Box liegen,

abc

cab , SO miissen mindestens zwei Ziffern als Hinweis vorgegeben sein. Dariiber

bca

hinaus, wenn nur zwei Ziffern vorgegeben sind, miissen dies verschiedene Ziffern
sein, die in verschiedenen Zeilen und Spalten liegen. Andernfalls miissen mindes-
tens drei Ziffern vorgegeben sein.

Beweis: Zunichst iiberzeugt man sich leicht, dass * » eindeutig zur Losung er-
ginzt werden kann. Wiren zwei gleiche Ziffern vorgegeben, 0.B.d.A. etwa “a,

acbhb . g . . . .
SO Wilre b a ¢ eine Zweitlosung, so dass das Sudokugitter noch nicht eindeutig be-

cba

stimmt ist. Wiren zwei Ziffern in einer Zeile oder Spalte vorgegeben, 0.B.d.A.

ab . abec . o .. .
etwa , SO wire » ¢ « eine Zweitlosung, so dass man auch hier einen dritten

cab

Hinweis zur eindeutigen Losung bréduchte.

Nun kann man sich fragen, ob diese Sétze tiberhaupt von Relevanz sind. Bei dem
Sudoku in Abb. 26 (erstes Positionssudoku) gibt es eine grole Anzahl von 3 x 3-
Untergittern, von denen mindestens die neun in Abb. 30 gekennzeichneten nicht
tiberlappend sind, so dass also mindestens 18 Hinweise benttigt werden. Dartiber
hinaus gibt es drei weitere auf den Ziffern 7, 8, 9 beruhende 3 x 3-Untergitter

. . . . . 789, . .
in den drei vertikalen Abschnitten, wie etwa s 9 7 im ersten vertikalen Abschnitt.
978

Diese iiberlappen allerdings mit den ersten neun Untergittern. Es gibt auch einige
2 x 2-Untergitter: Die Paare mit den Ziffern 1 und 2 in den Reihen 1 und 4, 2 und
6, 3 und 5. Die Paare mit den Ziffern 5 und 6 in den Reihen 3 und 5, 1 und 4, 2
und 6. Bei diesem Beispiel kann man also leicht zeigen, dass sehr viele Hinweise
vorkommen miissen, und kann diese teilweise lokalisieren. Allerdings ist dieses
Beispiel auf Grund der hohen Symmetrien kein typischer Fall.

Betrachtet man unser Beispielsudoku in Abb. 25, so sieht man, dass (min-
destens) die folgenden 14 Untergitter die Voraussetzungen des Satzes erfiillen
(Abb. 31)8:

6 Natiirlich sind niemals alle vier Zellen in einer Box.
7 Andersherum ist dies auch eine Losungsstrategie: Ist keine der vier Zellen ein Hinweis, und
sind drei Zellen mit a, b, b bekannt, Z b so kann die vierte kein a enthalten.

8 Bei dem Sudoku in Abb. 2 gibt es sogar noch mehr derartige 2 x 2-Untergitter.
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5/6/8(4(3|2|7[1]9
3(4/1(9|7|8[2]|6]5

9 5/6(1]18|4|3

3 6195|481 2
6/8/4(7(1/3|9|5|2 4’:
9(1/5(2|8|4(6|3]|7 8
117/9|3/4/6]5(2|8 5
8/2|/6(1(5|/7|3|9|4 -g
4/5/3(8]2/9(1]7]|6 9

Abb.29 Fast vollstindig besetztes Sudoku- Abb. 30 Neun nicht iiberlappende 3 x

gitter, bei dem die Losung noch nicht ein- 3-Untergitter im ersten Positionssudoku
deutig ist (vergl. Abb. 25) (Abb. 26)

1. (1,3), (1,7), (3,3), (3,7) 8. (3,7), (3,8), (4,7), (4.8)

2. (1,4), (1,5), (7.4), (7.5) 9. 4,1), (4.4), 5.,1), (5.4)

3. (14), (1,6), (6,4), (6,6) 10. (5,1), (5,7), (6,1), (6,7)

4. (1,7), (1,8), (9,7), (9,8) 11. (5,2), (5.5), (6,2), (6,5)

5. (2,4), (2,6), (9.4), (9,6) 12. (5.,4), (5,9), (6,4), (6,9)

6. (3,1), (3,3), (4,1), (4,3) 13. (6,4), (6,5), (9,4), (9,5)

7. (3,2), (3,3), (1,2), (7,3) 14. (8,6), (8,8), (9,6), (9,8)

Daeinige der Zellen in verschiedenen 2 x 2-Untergittern vorkommen, z.B. (1,4)
in 2. und 3., ist eine untere Schranke der Anzahl der Hinweise durch die Grofe
eines minimalen Représentatensystems gegeben. Vergleichen wir dies nun mit den
Hinweisen im urspriinglichen Sudoku (Abb. 17):

Es kommen also 13 Hinweise unter den Zellen vor (siehe Abb. 32), die man mit-
tels der oben erlduterten ,,Untergittermethode als gute Kandidaten ermittelt hatte.
Interessanterweise sind auch beide Zellen (3,3) und (6.,4), die in drei verschiedenen
Untergittern vorkommen, dabei. Diese 13 Hinweise sind kein minimales Reprisen-

(N
|
N
(N

568|432 7.[1]9 3|7
3/4/1|9°|7|8|2/6]|5 g

6 1,6 1 8 6 1.6

2| 9'|7,7|56|1|8,4|3 2 |7,

7| 32’6 9] 5|4 81 g
6, (8" 47,1 3]9" 5]2" 6., 2"
910 111 5 2:3 81’; 43 610 3 712 11 213 81’;
1171934 6|5|2]|8

8l2l6|1]5[7% 3[04 9"
45|38, 2" 17,6 2"

Abb. 31 2 x 2-Untergitter des vollstindig Abb. 32 Die 13 Hinweise des Beispiel-
besetzten Sudokugitters des Beispiel- Sudokus (Abb. 25), die mit der Untergit-
Sudokus (Abb. 25); *: 3 12 termethode korrespondieren; *: 312
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tantensystem; z.B. hat das Untergitter 12 zwei Reprasentanten, so dass man (5,9)
weglassen konnte. Ebenso konnte man z.B. (3,1) und (6,2) weglassen. Auch wenn
das 2 x 2-Untergitter 13 mehrere Repréisentanten hat, kann man nicht ohne weiteres
den Hinweis (9,5) weglassen, da andernfalls im dritten vertikalen Abschnitt zwei
Reihen keinen Hinweis hitten. Ebenso enthilt keiner der 13 Hinweise die Ziffern
4 oder 5, so dass es auf jeden Fall einen weiteren Hinweis geben muss.

Diese Methode allein wird also sicherlich nicht zeigen kénnen, dass es immer
mindestens 17 Hinweise geben muss, aber die Verringerung der Komplexitit bei
der Durchsuchung der Moglichkeiten mag eines Tages bei der Entscheidung der
Frage helfen.

A Anhang

A.1 Alternative Nomenklatur und englischsprachige Begriffe

— Zelle: Quadrat; engl. cell, square, box

— Reihe: Linie, Zeile; engl. row, line

— Spalte: engl. column

— Box: Quadrat; engl. box, mini-grid, nonet

— Abschnitt: Gruppe; engl. section, band (horizontal), stack (vertikal)
— Hinweis: engl. clue

A.2 Zusammenhénge zwischen Boxen-, Reihen- und Spaltenindizes
In diesem Abschnitt berechnen wir allgemein
— den Index der Box, der eine Zelle angehort, siehe (1.) unten.

— die Indizes der drei Boxen, denen eine Reihe oder Spalte (2., 3.) angehort und
— die Indizes der drei Reihen und Spalten, die einer Box angehoren (4.).

1. Berechnung der Box Bk, der die Zelle (1,]) angehort:
i—1 j—1
k=143 .
" L 3 J " L 3 J

2. Berechnung der Boxen Bk1, Bk2 und Bk3, denen die Reihe i angehort:

kl=1+3 i-l k2=2+3 i-l k3=3+3 i-l
- 3 T I 3 |

3. Berechnung der Boxen Bk1, Bk2 und Bk3, denen die Spalte j angehort:

wi=14]0 1 wo—a4|d 1 k3=74 |71
I < T A N T L (R B

4. Berechnung der Reihen i1, 12 und i3 und Spalten j1, j2 und j3, die der Box Bk ange-

horen:
l‘l—l-‘r 1‘2—2-‘1- 1‘3—3-‘1-
3 ’ 3 ’ 3 ’

jl=14+3(k—-1)mod3), j2=243((k—1)mod3),
j3 =3+4+3((k — 1) mod 3).
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