Logik & Berechenbarkeit, WS 08 5.Ubungszettel

36. Sei (A, +, -) eine Boolesche Algebra und S(A) = Hom(A, {0, 1}) die Men-
ge der Booleschen-Algebra-Homomorphismen von A nach {0,1} ({0,1} mit
Addition und Multiplikation mod 2). Zeigen Sie, dafl S(A) keine Boolesche
Algebra bzgl. elementweiser Addition und Multiplikation von Funktionen

(f+9)(@) = flx)+9(@) (f 9)(z)=f(z) g(z)
ist.

37. Ergénzen Sie die Definition von |= in der Vorlesung um die Fille F' =
(GVH)und F = (G < H).

38. Welches sind die freien Variablen der folgenden Formeln? Welche Vor-
kommen einer jeden Variable sind gebunden? Was ist der Bindungsbereich
eines jeden vorkommenden Quantors?

L Vady(Ve(=(z = y) — ~(f(2) = f(y)) A ((BzSzy) A Reyz))
2. Jz(z =y V ((Vx(VyRryy) — FzRyxz) Vy = 2))

39. Zeigen Sie durch Induktion nach der Struktur einer Formel, dafl jedes
Vorkommen einer Variable im Bindungsbereich von héchstens einem Quantor
ist.

40. Gegeben die Sprache erster Ordnung (mit =) mit einem 2-stelligen Re-
lationssymbol R. Finden Sie eine Struktur M, die

VaVy(Rzy — Ryz)

aber nicht
VaVy((Rxy A Ryz) — © =y)

erfiillt; und umgekehrt eine Struktur, welche die zweite Formel, aber nicht
die erste, erfiillt.

41. Finden Sie Formeln F' und G mit unversellem Abschlufl F; bzw. G,
sodafl F} und G logisch dquivalent sind, nicht aber F und G. Hinweis: freie
Variable.

42. Gegeben die Sprache erster Ordnung (mit =) mit einem 2-stelligen Re-
lationssymbol R, einem 1-stelligen Funktionssymbol f und einem Konstan-
tensymbol c. Finden Sie eine Formel, die von M = (R, <,exp(z) = €*,0)
erfiillt wird, aber nicht von N' = (Z, <, g(x) = —2x,0), und umgekehrt. (Sie
konnen aus der Analysis bekannte Tatsachen ohne Beweis verwenden.)



