Cauchy-Folgen, Konstruktion von R

Eine wichtige Rolle in der modernen Mathematik spielt der Begriff der
Cauchy-Folge (auch Fundamentalfolge genannt), den wir zur Konstruktion
von R aus Q bentzen werden. (Auch im folgenden sei K stets ein geord-
neter Korper, wobei das Einselement mit 1 bezeichnet wird.)

Definition. Eine Folge (in K) heiit Cauchy-Folge, wenn fiir jedes £ > 0
eine Zahl N, € N existiert mit |a, — a,,| < & fir alle n,m > N .

Anschaulich gesagt ”verdichten sich” die Folgenglieder an einer bestimmten
”Stelle” (die aber nicht notwendigerweise in K liegen muf).

Analog wie der entsprechende Satz tiber konvergente Folgen kann auch die
folgende Aussage gezeigt werden (Beweis: Ubung).

Satz. Seien (a,) und (b,) Cauchy-Folgen in K.
1) (ay) ist eine beschrénkte Folge,
2) (an+by) , (a, —by) und (a,b,) sind Cauchy-Folgen,

3) Ist (b,) "weg beschréankt von 07, d.h. 36 > 0 mit |b,] > Vn,dann

ist auch (bL) eine Cauchy-Folge.

Satz. Jede konvergente Folge (a,) ist eine Cauchy-Folge.

Beweis. Sei a, — a und ¢ > 0 . Dann ist |a, —a| < § fiir fast alle

n € N. Somit |a, — an| = |(a, —a) — (ap —a)| < |a, —a| + |an —al < €.

Dieser Satz ist allerdings i.a. nicht umkehrbar. Allerdings gilt

Satz. Hat die Cauchy-Folge (a,) eine konvergente Teilfolge (a,,) (mit
Grenzwert a) , dann gilt a, — a .

Beweis. Sei a, — a und € > 0 . Fir ein geeignetes N. ist dann
ap, —a| < 5 firny > N, und |a, — ay,,| < § fir n,np > N (weil
(a,) Cauchy-Folge ist). Somit ist |a, —a| = |(ap — an,) — (@, — a)|] <

\an, — an, | + |an, —al <e.



Nun wollen wir zeigen, dass es Cauchy-Folgen in @Q geben kann, die (in Q)
keinen Grenzwert besitzen.

Betrachte die Folge (a,) mit a; =1 und a,41 = 5 +
<

1
i) Mittels vollstandiger Induktion gilt, dass 1 <a, <2 Vn.

ii) Setze b, =a? Vn,dannist b =1 und bn+1:ai+1:%+é—|—1.

iii) Damit ist 2 < b, fiir n > 2 (wegen i)) . Weiters zeigt man leicht
induktiv, dass b, <2+ 2% . Somit gilt b, — 2 .

iv) (ay) ist eine Cauchy-Folge, weil
lan — am| < 2|an — am| < (an + an)lan, — an| = a2 — a?,| = |b, — by| und
(b,) als konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist.

2

v) Annahme: a, — a mit a € Q. Dann ist a* = 2, ein Widerspruch,
p

weil man sich leicht iiberlegen kann, dass es keine rationale Zahl a = p

geben kann mit 5—2 =2.
Dies bedeutet u.a. auch, dass die Gleichung z? =2 in Q nicht 16sbar ist.

Folgerung. Es konnen also in einem geordneten Korper (wie etwa Q)
noch " Liicken” existieren, gegen die sich Cauchy-Folgen ”verdichten” konnen.
Aus diesem Grund sucht man nach einer Art ”Vervollstandigung”, wo
dieses Phanomen nicht mehr auftreten kann.

Definition. Ein geordneter Korper K heiffit vollstandig, wenn jede
Cauchy-Folge in K konvergiert, d.h. einen Grenzwert in K besitzt.

Unsere Aufgabe ist es nun, den Korper Q zu einem Korper R zu erweitern,
welcher vollstandig ist und wo jede Gleichung der Form 2" = a mit a € Q
(spater R) und @ > 0 ,n € N lésbar ist. Im folgenden ist also K=Q .

Da verschiedene Cauchy-Folgen dieselbe ”Stelle” beschreiben konnen (wie

etwa a, = % und b, = # die ”Stelle” 0 beschreiben), macht es Sinn,

Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen zu betrachten.

Definition. Zwei Cauchy-Folgen (z,) und (y,) heilen Aquivalent, sym-
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bolisch (x,) ~ (y,) , wenn lim (z, —y,) =0 .

n—oo

7

Man iiberzeugt sich leicht, dass ” ~ ” tatséchlich eine Aquivalenzrelation
auf der Menge aller Cauchy-Folgen in Q ist. Uber die beteiligten Folgen
() und (y,) selbst wird nichts iiber eine etwaige Konvergenz gefordert,
lediglich dass die Differenzfolge eine Nullfolge ist.

Definition. Eine reelle Zahl ist eine Aquivalenzklasse von Cauchy-
Folgen reeller Zahlen. Die Menge aller reellen Zahlen wird mit R bezeich-
net.

Damit kann nun folgendermaflen ein geordneter Korper konstruiert werden
(Details siehe Endl-Luh: Analysis 1) :

o Wegen (z,) ~ (z7,) und (yn) ~ (y) = (2n+yn) ~ (2, +y,) sowie
(xnyn) ~ (xy!)) kann mittels Wahl eines beliebigen Représentanten einer
Aquivalenzklasse eine Addition bzw. Multiplikation in R erklart werden,

prazise: [(2,)] + [(yn)] == [(zn +yn)] wnd [(z0)][(yn)] = [(Xnyn)] -

e Mit diesen Operationen ist R dann ein Korper.

e @ ist in R "enthalten”, indem jedem ¢ € Q jene Aquivalenzklasse
zugeordnet wird, welche die konstante Folge (¢) enthélt.

e Einfiihrung einer Ordnung in R durch ”positive Cauchy-Folgen” (d.h.
eine Cauchy-Folge (a,,) heifit positiv wenn 3§ > 0 mit a, > § fir fast
alle n) . Beachte: ist eine Cauchy-Folge (a,) positiv, dann auch alle dazu
aquivalenten Cauchy-Folgen.

Diese Ordnung auf R setzt die bereits bekannte Ordnung auf Q fort.

e FEin Absolutbetrag auf R ist durch die zuvor definierte Ordnung nun
gegeben.

e Beziiglich der Vollstandigkeit von R zeigt man zuerst, dass rationale
Cauchy-Folgen in R konvergieren (ndmlich gegen den durch diese Folge
repriasentierten ”Punkt” von R), und in weiterer Folge dass damit auch
reelle Cauchy-Folgen in R konvergieren, weil eine reelle Zahl ”beliebig
genau durch eine rationale Zahl approximierbar ist”.

(Man wihle eine die reelle Zahl r repréasentierende rationale Cauchy-Folge



(qn). Seie > 0. 3 N, mit |g, — gn| < e fiir n,m > N. . Sei q jene
reelle (und zugleich rationale Zahl), welche durch die konstante Folge (g,,)
repriasentiert wird. Dann gilt |r —¢q| = [(¢,) — ()| = [(@n — qn)| < €,
weil g, — qm| < € fiir fast alle n gilt.)

Somit ergibt sich

Satz. (Konvergenzkriterium von Cauchy) Eine reelle Zahlenfolge ist
genau dann konvergent, wenn sie eine Cauchy-Folge ist.

Eine wichtige Folgerung ist nun

Satz. Eine nach oben beschrankte Teilmenge () # A C R besitzt ein
Supremum, d.h. eine kleinste obere Schranke.

Beweis. Wir betrachten die sogenannten dyadischen Zahlen, i.e. Zahlen

der Form £ mit p € Z und n € N . Fiir festes n € N erhalten wir damit
1

” Gitterpunkte”, wobei aufeinanderfolgende Gitterpunkte den Abstand 5
haben. Daraus folgt, dass es fiir jedes n € N einen Gitterpunkt ¢, = 42

gibt mit A C (—o00,q,) und A € (—o00,q, — 2%) . Somit ist jedes ¢,
eine obere Schranke von A und ¢,.1 = ¢, oder ¢, 1 = q, — # . Weil
gm — qn| < 5= fiir m > n , ist (g,) eine rationale Cauchy-Folge, welche
laut Voraussetzung konvergiert, etwa gegen a € R . Man sieht leicht,
dass a selbst eine obere Schranke von A ist. Nun wahle a, € A mit
Gn — 2% < a, < g, . Dann konvergiert die Folge (a,) ebenfalls gegen a,
woraus folgt, dass es keine echt kleinere obere Schranke von A geben kann.
Dies bedeutet, dass a das Supremum von A ist.

Folgerung. Eine nach unten beschrankte Teilmenge () # B C R besitzt
ein Infimum, d.h. eine grofite untere Schranke.

Beweis. Betrachte A = {—x : z € B} . Dann ist A nach oben
beschrankt und hat laut vorhergehendem Satz ein Supremum ay € R .
Weil —x < agp,also —ag <z ,Vaxe B, ist —ay eine untere Schranke
fur B .

Wiirde es eine untere Schranke by fir B geben mit —ay < by , dann
ware —by eine obere Schranke von A mit —by < ag. Widerspruch zur
Supremumseigenschaft von a !



Also ist —ag die grofite untere Schranke von B, i.e. das Infimum von B .

Das Konvergenzkriterium von Cauchy ist ein sogenanntes ”inneres Kri-
terium”, da der Grenzwert selbst nicht benotigt wird. Es ist allerdings in
der Praxis nicht immer einfach zu handhaben, weshalb es vorteilhaft ist, an-
dere Konvergenzkriterien (vielleicht nur fiir spezielle Folgen) zur Verfligung
zu haben.

Satz. (Monotoniekriterium) Eine monoton wachsende (bzw. fallende)
und nach oben (bzw. unten) beschrankte Folge (a,) reeller Zahlen ist
konvergent.

Beweis. (fiir monoton wachsende Folgen) Gelte also a, < a,11 Vn €N
und sei A ={a, : n € N} die Menge der Folgenglieder. Laut Vorausset-
zung ist dann A nach oben beschrankt und hat damit nach vorhergehendem
Satz ein Supremum a . Sei nun € > 0 . Dann mufl ein Element a,, der
Folge im Intervall (a —e,a+¢) liegen, weil im gegenteiligen Fall ein Ele-
ment a—e < b < a ebenfalls eine obere Schranke von A wére und dies ein
Widerspruch zur Supremumseigenschaft von a ware. Mit a,, liegen aber
dann alle weiteren Elemente a, , n > m , im Intervall (a —e,a +¢) .
Dies bedeutet aber, dass a, — a, d.h. der Grenzwert der Folge (a,) ist
das Supremum von A .

(Im Falle von monoton fallenden Folgen ist der Grenzwert das Infimum der
Menge der Folgenglieder)

n
Beispiel. Betrachte die Folge y, = Y + .
k=0

1

(yn) ist monoton wachsend, weil y,+1 — ¥y, = D).

>0,

(y,) ist nach oben beschrinkt, weil fiir & > 2 gilt: k! = 1.2.3....k > 2F1
. . n n n k—1 1— 1\n

und damit ist yn:2+1§%§2+;;22k%:1+1§1(%) =14 26"

2 1=
1+2(1—35)<3.

Somit ist die Folge (y,,) konvergent, das heifit, die unendliche Reihe Y &
k=0
ist konvergent!



Beispiel. Betrachte die Folgen (a,) und (b,) mit a, = (1+1)" und
b, = (1+ L)+t

Die Bernoulli-Ungleichung besagt, dass (1 4+ x)" > 1 +nx fir x > —1
bzw. auch, dass (1 —z)" > 1—nz firz <1 (ersetze x durch —x) .

Damit gilt (1+2)"(1—2)" = (1 - 24)" > 1—21 und somit weiters

(+ 5" > b = s = (2" = (1 )

Dies bedeutet, dass die Folge (a,) monoton wachsend ist.

1 1 2 _ on?2—141 _ 1 .
Wegen +11-1 — (n—l—lr)l(n—l) =S = L4+ g gt

ﬁﬁ:(l+ﬁ)”>(1+#)n>1+% und damit

(1+ %)”4—1 < (1_1%)71 — (%)n = (nﬁl)n = (1+ L)n .

Dies bedeutet, dass die Folge (b,,) monoton fallend ist.
Da 1 <1+=<(1+425)" < (1+2)"" < (141)% =4 gilt, ist die Folge (ay)

nach oben beschrankt und die Folge (b,,) nach unten beschrankt. Somit
sind beide Folgen konvergent.

n

Satz. Die Folgen z, = (14+1)" und y, = ) & besitzen den gleichen
k=0

Grenzwert.

Beweis. Mit dem Binomischen Lehrsatz gilt

_ - n\/1\k __ - n(n—1)...(n—k+1) - ll n— n—k+1 < = 1
pe= S () (1) = 35 okl _ N4y ut ke < §N 1y,

Sei nun m < n fest gewahlt. Dann ist

m m
Ty 2 kzo (D) () = kz()%l”T_l“_TkH . Mit n — oo gilt dann

n—00 _

m
lim @, > > L =ym > 2
k=0

Mit m — oo und dem EinschlieSfungskriterium gilt somit



lim z,, = hm Yk -
n—oo

0
Definition. Mit e := lim (1+ )" = 3 -+ sei die sogenannte Euler’sche

Zahl bezeichnet.

Man kann zeigen, dass e irrational ist, d.h. e ¢ Q .

Zum Abschlufl wird nun gezeigt, dass in R jede Gleichung der Form 2? = a
mit pe N, ae€ R, a>0 losbar ist.

Die Falle a =0 bzw. p =1 sind trivial. Sei daher im weiteren a > 0
und p > 2.

Betrachte die rekursiv gegebene Folge (z,,) mit

P 1 . . .
Tppl = Ty — ;CTTLC} = pTxn + # , wobel x1 > 0 so gewahlt wird, dass

x> a ist.
Mit der Rekursionsformel gilt dann offenbar x, >0 V n .

Unter Verwendung der Bernoulli-Ungleichung folgt dann

xP a—(g; Tno1— a)p a_ﬂf (1 Ty 1~ a)p CL>113 (1 xﬁ_l—a) a =
n N n-l pxn_l pxz 1 J?I;l_l -
P D S »
x, 4 — T, +a—a=0,also 2¢ >0 .
(2,) ist monoton fallend, weil @41 — x, = —2-% <0 .
ph

Wegen x,, > 0 und des Monotoniekriteriums konvergiert (x,) gegen eine
Zahly e R .

Wegen prpiq -2l =pr, -2l =2l +a und 7, >y und 2 — Y
gilt py? =py’ =y’ +a .

Also ist x =y = lim x,, Losung der Gleichung 2z =a .

n—oo

Schreibweise: = = /a .



