Ober- und Untersummen,
Riemann-Darboux Integrale

1. Das Problem des Flacheninhalts

Ausgangspunkt fiir die Entwicklung des Integralbegriffs waren verschiedene
Fragestellungen, u.a. das Problem der Messung des Flacheninhaltes eines
krummlinig begrenzten Flachenstiicks oder etwa auch die Bestimmung
jener Arbeit, die eine verdnderliche Kraft langs eines bestimmten Weges
leistet.

Intuitiv erfolgt die Inhaltsmessung von Flachenstiicken dadurch, dass wir
abzahlen, wieviele Mafleinheiten im Flachenstiick ”Platz haben”. Fiur
Rechtecke und weitere elementare Figuren ist dies problemlos, hingegen
ist die Inhaltsmessung von Flachen unter dem Graphen einer Funktion
f(x) nicht von vornherein klar.

Die Inhaltsmessung von (ebenen) Fliachen soll folgende sinnvolle Eigen-
schaften besitzen :

e (Eindeutigkeit) Der Fliacheninhalt F darf nicht von der Art der
Bestimmung (Zerlegung in Rechtecke, Dreiecke etc.) abhéngen.

e (Monotonie) Ist ein Flichenstiick F; in einem anderen Fliachenstiick
F> enthalten, dann gilt fiir die Inhalte F; < F} .

o (Additivitat) Uberdecken sich F; und F, nicht, dann soll fiir
die Vereinigung F = JF3 U F, gelten, dass F'= Fy U Iy .

Um dem Fléchenstiick unter dem Graphen einer Funktion f(x), = € [a,b]
einen Inhalt zuzuordnen, wahlen wir folgende Vorgangsweise :

(i) Zerlegung von [a,b] in endlich viele Teilintervalle.

(ii) Uber jedem Teilintervall wird ein Rechteck errichtet, welches gerade
noch ganz unter dem Graphen von f(z) liegt.

(iii) Analog werden Rechtecke errichtet, die gerade noch ganz tiber
dem Graphen von f(z) liegen.



(iv) Fiir gewisse Voraussetzungen fiir f(z) wird nachgewiesen, dass die
Differenz der Flacheninhalte bei den so definierten Treppenfunktionen be-
liebig klein gemacht werden kann, wenn das Intervall in hinreichend kleine
Teilintervalle zerlegt wird.

Definition. Gegeben sei das Intervall [a,d] .

1) Eine Partition (Zerlegung) von |a,b] ist eine Menge P = {xg, 1, ..., x,}
von n+ 1 Zahlen mit a=zro <1< ...<x,=0.

2) Iy = [zk_1,71] , 1 <k <n heiit k-tes Teilintervall, und Az, =
xr — rp_q1 die Lange von I .

(Beachte, dass > Azp=b—a)
k=1

3) Die Zahl |P|= max {Az;} heifit Feinheitsmaf3 von P .

Definition. Sei f(x) beschrankt auf [a,b] , und P = {xg,z1,..., T, }
eine Partition von [a,b] .

1) Wir setzen my(f) = i%ff(x) , My(f) = 8111pf(:1:) , m(f) = inf f(zx) ,

k [a,b]
M(f) = S[ugf(x) :

2) Sp(f) => mp(f)Axy = Zn: mi(f)Az,  heift Untersumme von f
P k=1
bzgl. P .

3) Sp(f) =S My(f)Ax, = i My(f)Azx,  heift Obersumme von f
P k=1
brgl. P .

Eine Partition P liefert somit zwei Treppenfunktionen mit Flacheninhalten

Sp(f) und Sp(f) . Klarerweise gilt Sp(f) < Sp(f) .

Des weiteren gilt fiir jedes k =1,2,...,n offenbar, dass

m(f) <mp(f) < Mip(f) < M(f) .

Multiplikation jedes Terms mit Axj; und Summation tiber alle k& liefert



die Aussage  m(f)(b—a) < Sp(f) < Sp(f) < M(f)(b—a) .

2. Eigenschaften von Ober- und Untersummen

Sei P = {xo,21,...,x,} eine Partition von [a,b] und ein weiterer Un-
terteilungspunkt gegeben, etwa x; mit x31 < 23 < x . Dadurch
erhalten wir eine zusétzliche Partition P’ = {xy,.., Zp—1, 2}, Tk, .., T} .

Wegen sup f(z) > sup f(x), sup f(z)> sup f(xr) und

[@h—1,2%] [@r—1,27] [Tr—1,2k] [}, Tk)

inf f()_ inf f(), inf f()<1nf f(x)

[Th—1,2%] Tp—1,T k T_1,2k] Ty, x)

gilt offenbar, dass Sp/(f) < Sp(f) und Sp(f) > Sp(f) .

D.h. die Obersumme wird kleiner, und die Untersumme wird grofler.

Definition. Eine Partition P' = {x{,z},...,2),} heifit Verfeinerung
/ / /
von P ={xg,x1,....,x,} , wenn {xg,z1,...,2,} C{xp, 2],...,2,} .

(D.h. zu P kommen weitere Unterteilungspunkte hinzu.)

Durch sukzessive Anwendung der vorhergehenden Uberlegung folgt dann
unmittelbar

Satz. Sei P’ eine Verfeinerung von P .

Dann gilt  Sp/(f) < Sp(f) und Sp(f) > Sp(f) -

Dies bedeutet: Untersummen konnen bei Verfeinerung nicht kleiner wer-
den, Obersummen konnen bei Verfeinerung nicht grofier werden.

Satz. Seien P, und P, zwei beliebige Partitionen von |[a,?] .

Dann gilt  Sp,(f) < Sk,(f) -

Bewelis.



P = P, UP, ist eine gemeinsame Verfeinerung von P, und P . Mit den
vorhergehenden Aussagen folgt dann, dass

Sp(f) < Sp(f) <Sp(f) <Sp(f). O

Folgerung. Werde eine Partition P’ fest gewéhlt.
Dann gilt Sp(f) < Sp/(f) und Sp(f) > Sp(f) fiir jede Partition P .

Dies bedeutet aber, dass sup Sp(f) und ir}gf Sp(f) existieren !!
P

3. Die Riemann-Darboux Integrale

Definition.

1) Das untere Riemann-Darboux Integral ist

f(z)dz = sup Sp(f) -

P

@‘Hw

2) Das obere Riemann-Darboux Integral ist

b _
Zlff(a:)dx = 1%f5p(f) :

b
Satz. Stets gilt [ f(z)dx < [ f(z)dx .

8 — |

Beweis. Fiir zwei beliebige Partitionen gilt Sp (f) < Sp,(f) . Daraus
b b
folgt, dass [ f(x)dz < Sp,(f) und im néchsten Schritt dass [ f(z)dz <

Bemerkung.
Aus der Definition der Riemann-Darboux Integrale als Supremum von Un-
tersummen bzw. Infimum von Obersummen folgt natiirlich :



b

Ve>0 3P mit §P(f)>fbf(x)da:—€ und Sp(f) < [ f(x)dz +¢ .

a

Der folgende Satz (ohne Beweis) zeigt, dass es zu einem ¢ > 0 nicht nur
eine derartige Partition gibt, sondern alle hinreichend kleinen Partitionen
die entsprechenden Ungleichungen erfiillen.

Satz. Zu jedem ¢ > 0 existiert ein J. > 0, sodass fiir alle Partitionen
P von [a,b] mit |P|<d. gilt:

b
() Sp(f) > [ fla)de <

b

(i) Sp(f) < [ f@)de+e .

a

Nun zur ” Additivitat bzgl. des Integrationsintervalls”.

Satz. Sei a <c <b. Dann gilt

1) ff(x)dx:ff(x)dx +fbf(x)da:
2) [ f(e)de = [ f(a)de+ [

Beweis. (fiir obere Riemann-Darboux Integrale)

a) Sei P eine beliebige Partition von [a,b] und P’ die durch Hinzunahme
von c¢ erzeugte mogliche Verfeinerung von P . Dann gilt

c

b b b
Sp(f) 2 Splf) =Bp(f) +Bp(f) 2

a

b
z)dx + [ f(z)dx , und damit

S —n
=

fb fc dx+ff

b) Sei ¢ >0. Dann 3 P, von [a,c] und 3 P, von [c,b] mit



c b

Sp(f) < [f@)de+5 md Sp(f) < [ flx)da+5 .

a Cc

Fiir die Partition P =P, U P, von [a,b] gilt dann

b c b c b
Sp(f)=Sp(f)+Sp(f) < [ fx)dz + [ f(z)dx + ¢ , woraus folgt

f(x)dx + fbf(x)d:r: +e.

8 |

f(@)de <

8 — o

Weil ¢ > 0 beliebig ist, muss daraus folgen, dass

b b
[ f(zx)dz < [ f(x)dx + [ f(x)dz , woraus sich mit a) die Behauptung

ergibt. [

8 —ln

Folgerung.
Ist P ={x,x1,...,x,} eine Partition von [a,b] , dann gilt

0 fro=3 | s,
) [ fl)ds = 3> | S



