Differenzierbarkeit reellwertiger
Funktionen

Definition. Sei f:R" — R und z°¢€ D(f) ein innerer Punkt.

Dann heiit f differenzierbar an 2" , wenn es einen Vektor ¢ =

(c1, ..., ¢,) und eine auf einer Umgebung U(z) definierte Funktion fo(z)
gibt, sodass

o flz)=f(@")+&@ -2+ llv — 27| fo(x)
e lim fy(z)=0.
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Die lineare Approximation f(z) = f(2°)+&@—2") stellt eine Hyperebene
im R dar. Fiir n = 1 ist dies eine Gerade (die Tangente), fiir
n = 2 eine Ebene (die Tangentialebene). Allgemein spricht man von einer
Tangentialhyperebene.

Wesentlich ist dabei, dass die Abweichung der linearen Approximation ]7
von f bei Anniherung an 2” von héherer als erster Ordnung ver-
schwindet.

Bemerkung. Man kann zeigen, dass der Vektor ¢ durch f eindeutig
bestimmt ist.

Satz. Sei f:R" — R an 2 differenzierbar. Dann existieren alle
partiellen Ableitungen, und es gilt

%(ajﬂ) = Ck , 1.e. 5: gradf(xo) :

Beweis. Laut Voraussetzung gilt

fa) = f@@") + @ = 2%) + |z — 2" fo(z) -

Setzen wir x = 20+ hej, , dann ist &7 — ") = hep und ||z — 20| = |h] .
Weiters ist f(x0+hé;’l“)_f($0) — ck‘ = ‘fo(xo + hé'k){ . Mit h — 0 erhalten
wir daraus %(mo) =c,. O



Bemerkung. Aus der Existenz aller partiellen Ableitungen folgt i.a.
nicht die Differenzierbarkeit (d.h. obiger Satz ist i.a. nicht umkehrbar).

Durch den Gradienten von f wird eine Richtung im R" festgelegt.
In welcher Beziehung diese Richtung zur Anderung von f steht, zeigt
folgender

Satz. Sei f:R" — R an 2° differenzierbar. Dann ist f an 2" in

jeder Richtung @ (mit ||@|| = 1) differenzierbar und es gilt
(i) §(a") = (gradf(a)) - @,

(i) |%£(")| < llgrad (=)

Beweis. Laut Voraussetzung gilt auf einer Umgebung U (z°)

f(a) = f(2°) + gradf(a")(F = 2°) + [|lo — 2°|| fo(=) -
Mit 2z = 2% + hd@ und folglich ||z — 2°|| = |h| gilt dann

Iz +h‘2)_f( )—gradf( ‘ ‘fox —i—ha)}.

Mit h — 0 folgt die erste Behauptung. Die zweite Behauptung ergibt
sich durch Anwendung der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung. [J

Bemerkung. Aus der zweiten Aussage des obigen Satzes wird ersichtlich,
dass der Gradient von f jene Richtung angibt, in der die Anderung
von f maximal ist. Dies ist etwa insofern von Bedeutung, wenn f
ein Temperaturfeld beschreibt. Dann gibt der Gradient die Richtung des

Warmestromes an, da Warme stets in Richtung des groffiten Temperaturgefalles
flief3t.

Satz. (ohne Beweis)
Sei f:R" — R an 2" differenzierbar. Dann gilt

(i) 3 M >0 und eine Umgebung U(z°), auf der gilt
[f(2) = f@)] < Mla =22 ,

(i) f ist stetig an 20 .



Wie wir bereits wissen, ist die blofle Existenz der partiellen Ableitungen
nicht hinreichend fr die Stetigkeit. Erst die zusatzliche Voraussetzung der
Beschrianktheit der partiellen Ableitungen (auf einer Umgebung von z°)
garantiert die Stetigkeit.

Welche zusatzliche Forderung an die partiellen Ableitungen garantiert die
Differenzierbarkeit 7

Satz. (ohne Beweis)
Existieren fir f : R® — R auf einer Umgebung U(z") die partiellen
Ableitungen f.,, fo,, ., fz, und sind diese stetig an 2, dann ist f
differenzierbar an 2V .

Beispiel. Sei f : R? — R mit f(z,y,2) = sin(zyz) . Dann sind
fo = yzcos(zyz) , f, = wzcos(zyz) , f. = xycos(xyz) stetig in jedem
(x,y,2) . Somit ist f differenzierbar in jedem 2° .



