Differenzierbarkeit vektorwertiger
Funktionen

Definition. Sei f:R" — R™ und 2° € D(f) ein innerer Punkt.

Dann heiit f = (f1,..., fn) differenzierbar an z°, wenn es eine m x n
Matrix C' = (c,,) und eine auf einer Umgebung U(z") definierte Funktion
fo(x) (mit Werten in R™) gibt, sodass

o flx)=[(")+C@ -2+ |z — 2 folz)
e lim folz) =0
Bemerkung.
(i) Differenzierbarkeit heifit also, dass
e (f(@) = f(2") = C(F =) -0 fir z—a".

(ii) f : R" — R™ ist genau dann differenzierbar an z°

Koordinatenfunktion f;: R® — R differenzierbar an z° ist.

, wenn jede

(iii) Falls f:R" — R™ differenzierbar an 2 ist, dann ist

0
Cp = 6_:?:(550) :

Definition. Existieren fiir f : R” — R™ an einer Stelle 2" die partiellen
Ableitungen %@0) , dann heifit die Matrix

Jf(xo) _ (%@0)) _ S fornfm) ﬁ(xO) = '(2°)

oz, O(x1,x9,...,xp) ~ dx

die Jacobi-Matrix, Funktionalmatrix oder Ableitung von f .

Die Zeilenvektoren der Jacobi-Matrix sind also die Gradienten der jeweili-
gen Koordinatenfunktionen.



Satz. (Lipschitz-Bedingung fiir differenzierbare Funktionen)

Sei f:R"™ — R™ . Existiert fiir 2° € D(f) die Jacobi-Matrix, dann gibt
es ein § > 0 und eine Schranke M | sodass fiir alle x mit ||z — 2| < §
gilt, dass || f(z) — f(2")]| < M|z —2”|| .

Beweis. Unter Verwendung der euklidischen Metrik sowie der vorher
gezeigten Lipschitz-Bedingung fiir reellwertige Funktionen folgt :

I£@) = £ = \/ > (£,(x) = fula"))

< o2 e -2 = M|z -2 O
pn=1

Beispiele.

1) Betrachte f:R? — R? mit fi(z,y) =2(1—y), folz,y) = vy besitzt
die Jacobi-Matrix

([ 1-y —x
= (10
2) Die Polarkoordinatenabbildung P : R* — R? mit
Pi(r,p) =rcosp , Py(r,p) =rsiny besitzt die Jacobi-Matrix

Tp = (cosgp —rsmgp) .

sin 7Ccosp

Satz. (Ableitungsregeln)

1) Seien f,g:R"™ — R™ an einem inneren Punkt 2° von D(f) bzw. D(g)
differenzierbar, und seien A\, u € R .

Dann ist auch die Funktion \f + g an 2° differenzierbar und es gilt
Infing(@) = AJp(2%) + pJ,(2) .

2) Seien f,g:R" — R™ an einem inneren Punkt z° von D(f) bzw. D(g)
differenzierbar.



m

Dann ist auch die (reellwertige) Funktion f*g= > f;g; an 2° differen-
i=1

zierbar und es gilt

(f*g) =grad(f*g)="(f)-g+f-"(d)="(Jp) g+ [ "(Jy) =

> ((gradf;)g; + f(gradg;)) .

1=1

Satz. (Kettenregel)

Sei f:R"™ — R™ an einem inneren Punkt 2° € D(f) differenzierbar
und g :R™ — R! an 3y = f(2°) € D(g) differenzierbar (wobei ¢’ ein
innerer Punkt von D(g) sei).

Dannist h=go f:R" - R’ an 2% differenzierbar und es gilt
Tn(@®) = Jy(y°)Js(a) baw. L") = L)L) .
Beispiel. Sei f:R" - R und ¢ :R — R".
Dannist p=foyp : R—=R | Jy(z) = (8—f(:v), O (), ... ﬁ(m)) , und

D1 O3 ’
Ui(t)
Jy(t) = Ya(t) . Nach der Kettenregel ist dann
Un(t)




