Elementar integrierbare
Differentialgleichungen - 11

8. ¥+ f(x)y=g(z)y® (Bernoulli Differentialgleichung)

Fir a >0 ist y =0 stets eine Losung. Fiir a =0 und a =1 liegt eine
lineare Differentialgleichung vor, deren Losung bereits bekannt ist (siehe
vorher).

In den iibrigen Fallen multiplizieren wir die Gleichung mit y~* und er-
halten y~ %y + f(x)y' ™ = g(z) .
Mit der Transformation z(x) = (y(x))

/

“ und 2(z)=(1-a)y “y
erhalten wir durch Einsetzen 2 + (1 —a)f(z)z = (1 —a)g(z) .

Dies ist nun eine lineare, inhomogene Differentialgleichung, die wir gemaf
frither 16sen konnen.

Beispiel. ¢ + 2zy = —ay?

Hier ist f(x) =2z, g(x) = —z und a =4 . y =0 ist Losung. Des
weiteren setze z =y~ , wodurch wir

37 besitzt.

2/ — 6xz = 3x erhalten, welche die Losung z(z) = C :

Alsogilt L=0Ce¥ -1 CeR.
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9. v = f(x)y*+g(x)y+h(z) (Riccati Differentialgleichung)

(Wére h(z) =0, wiirde eine Bernoulli Gleichung mit « =2 vorliegen)

Die Riccati Differentialgleichung ist nicht immer elementar integrierbar,
wohl aber bei Kenntnis von speziellen Losungen.

Sei y1(x) eine spezielle Losung und betrachte den Ansatz
y(x) = y1(x) + ﬁ . Einsetzen liefert

/ !

Y= 8 = F@)+ 2 )+ g(@) (o + 1)+ hle) und weiters



0= (4 — f(2)y — gy — h(x)) = & + 2Ly, 4 L) 4 ole)
Nach Multiplikation mit u? erhalten wir die lineare Differentialgleichung

u A+ 2f(@)y + g(x)u = —f(2) .

Beispiel. ¢/ =y> — 2y +1

Hier ist f(z) =1, g(x) = —2 und h(z) =1 . Offenbar ist y(x) =«
eine spezielle Losung.
Der Ansatz y(x) =z + ﬁ liefert schliellich die Gleichung

w4+ rxu=—1.

Bemerkung. Sind zwei spezielle Losungen 1,y mit y; # y» bekannt,
treffen wir den Ansatz y(z) = y2 + 2= und erhalten durch Einsetzen

w(x) =1+ Cel—wldrCcR

10. y'(z) = f(2) (gleichgradig homogene Differentialgleichung)

Mit der Substitution z(z) =% bzw. y(x) = xz(x) erhalten wir
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z+xz = f(z) baw. f(;—)l_z =1 (Trennung der Variablen) .

Integration liefert [ # = Inxz + C . Danach Riicksubstitution.

3 3
1 1 /I xo+y
Beispiel. ¢ = 775
Spy? ot 1H(Y)? . s _
y' = x3x+y% 5= 3(&)2 . Die Substitution y = xz liefert nun
3 3 — 3 . .
zad =85 baw. oz =15 — 2 =125 Weiters ist

~

EZQZ dz = 1dr und damit —3In(1—22%)=lnz—C bzw.

2C = In(22(1 — 223)) = lnﬁ . Daraus folgt

22 20 = O baw. 23— 2y =Cug .



11. Bemerkung.

Wie schon zuvor besprochene Falle zeigen, kann eine vorgelegte Differ-
entialgleichung durch eine geeignete Substitution oft auf einen bekannten
Typus zuriickgefiihrt werden.

Dies ist auch bei einer Differentialgleichung der Form

y'(x) = f(EEE2)  moglich,

Dabei ist allerdings die Untersuchung verschiedener auftretender Falle er-
forderlich (siehe Literatur).

12. ¢ = f(z,y)

Hier kommt y explizit nicht vor. Mit der Substitution wu(z) = v/'(z)
erhalten wir eine Differentialgleichung 1. Ordnung u' = f(x,u) , die
dann weiter zu behandeln ist.

13. " = f(y,v)

Hier kommt die Variable x explizit nicht vor. Wir betrachten Intervalle
I ,wo vy #0 auf ganz [ ist. Dann existiert dort die Umkehrfunktion
zu y(x) , d.h. x kann durch y ausgedriickt werden und wir konnen
schreiben ¢'(x) = ¢(y) .

Dann ist  ¢"(z) = ¢ (y)y = ¢(v)¢¥'(y) .

Dies liefert  ¢(y)¢'(y) = f(y,p(y)) , deren Losung dann nach z zu
integrieren ist.

Beispiel. ¢ =y + v/

Offenbar erhalten wir mit ¢ =0, i.e. y = C Losungen.
Sei nun ¢y’ # 0 und setze y = p(y) . Dies liefert
o' =34+ ¢ bzw. ¢ =1+ ?. Integration liefert

sin(y+Cq)
cos(y+Ch)

arctanp =y +C; und ¢y = ¢ =tan(y+C) =



Dabeiist y +C1 # 5 +kr und y+C, #kn Vik.

Als Losung erhalten wir schlieflich  y(x) = arcsin(Cee®) — C , wobei

02 7& 0 ist.



