Lineare Differentialgleichungen
hoherer Ordnung

I. Grundlegendes

e Eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung besitzt die
Form

Y a1 (2)y" Y o+ an(2)y +ag(z)y = 0

e Eine inhomogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung besitzt die
Form

y(n) + anil(;p)y(n_l) + ...+ al(az)y’ + ao(x)y = f(:U)

e Die Funktionen a,_1(x),...,a1(z),ap(z) und f(x) seien dabei stetig
auf einem Intervall / C R .

e Zu jeder inhomogenen linearen Differentialgleichung konnen wir die zu-
geordnete homogene lineare Differentialgleichung betrachten.
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Beispiel. y" + 2%y —cosay + (22— 1)y = ¢
Differentialgleichung 3. Ordnung.

¥ ist eine inhomogene lineare

Die zugeordnete homogene Differentialgleichung ist y” + 23y” — cos zy’ +

(22— 1)y =0.

Bemerkung. Obige Differentialgleichungen konnen auch mittels des Dif-
ferentialoperators

L = %+an_1%+...+a1%+ao
in der Form Lly] = f bzw. L[y] =0 geschrieben werden.

Der Differentialoperator L selbst ist dabei eine lineare Abbildung vom
Vektorraum der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen auf dem Inter-
vall I in den Vektorraum der stetigen Funktionen auf I .

Wie man sich leicht iiberzeugt, gilt namlich



Lly1 + yo] = Lly1] + Llyo] sowie L[Ay] = AL[y]

Die Losungsgesamtheit der homogenen Differentialgleichung L[y] = 0 ist
damit der Kern von L und folglich ein Untervektorraum des Raumes der
n-mal stetig differenzierbaren Funktionen.

Gelte Ly = f und Ll[y] = f (i.e. y1 und y, sind Losungen der
inhomogenen Differentialgleichung). Dann ist Lly; — y2] =0, i.e. y1 — yo
ist eine Losung der zugehorigen homogenen Differentialgleichung.

Satz.

1) Die Gesamtheit der reellwertigen (bzw. komplexwertigen) Losungen
von L[y] =0 ist ein n-dimensionaler (!) Vektorraum iiber R (bzw. C) .

2) Die Gesamtheit der reellwertigen (bzw. komplexwertigen) Losungen
von Lly] = f ist ein n-dimensionaler affiner Raum iiber R (bzw. C), i.e.
kann beschrieben werden durch die allgemeine Losung yy von Lly] =0
plus eine spezielle (partikulére) Losung y, von Lly| = f .

Also y=yu + 1y, .

Bemerkung. Um die Losungsgesamtheit von L[y] = 0 zu bestimmen,
miissen wir also eine Basis des Losungsraumes bestimmen, i.e. n linear
unabhangige Losungen. Diese heiflen auch ein Fundamentalsystem von
Losungen. Eine beliebige Losung lafit sich dann als Linearkombination der
Fundamentallosungen darstellen.

Beispiel. Betrachte 3"’ — 13’ — 2y = 0 . Dies ist eine homogene lineare
Differentialgleichung 2. Ordnung.

Wir stellen fest (siehe auch spiter), dass y1(x) = e** und y(z) = e

zwei linear unabhangige Losungen sind.
Damit ist die Losungsgesamtheit gegeben durch

y(x) = Ciyr(x) + Coya(x) = Cre** + Cre™™ | C1,C2 €R .

Ohne Beweis sei noch die folgende Aussage angefiihrt.



Satz. (Existenz- und Eindeutigkeitssatz)

Das Anfangswertproblem
Y+ an ()" 4 a(2)y + ao(e)y = f(x)
y(zo) =bo , ¥ (x0) = by, ..., y" V) (wg) = by

ist eindeutig losbar.

Beispiel. Betrachte 3" —y —2y=0 , y(0)=1, ' (0)=1.
Die allgemeine Losung (siehe vorher) ist  y(z) = C1e?® 4+ Che ™ .
Die Bedingung y(0) =1 liefert 1 =Cp+ Cs .

Y (x) = 2C1e*® — Coe™® . ¢/(0) =1 liefert damit 1 =2C; — Cs .
Daraus folgt C = % und Cy = % )

Somit ist y(z) = 2e* 4+ 3¢ die eindeutig bestimmte Losung des An-
fangswertproblems.

II. Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Ko-
effizienten

Die Bestimmung eines Fundamentalsystems von Losungen fiir die homo-
gene Differentialgleichung L[y] = 0 ist i.a. schwierig, wenn die Koeffizien-
ten a,_1(x),...,a1(x),ap(x) beliebige Funktionen sind.

Wir betrachten nun den wichtigen Spezialfall, dass die Koeffizienten Kon-
stante sind, i.e.

y(”) - an_ly(”*l) +..+ay +ay=0 und a,_1,...,a1,a9 € R .

Wir verwenden den Ansatz y = ¢ (und damit y®) = M\er) | um
Losungen zu gewinnen.

Einsetzen in die Differentialgleichung liefert
(A" + ap NP ad+ag)e =0

Weil y = e auf I aber nicht Null ist, muB das sogenannte charakter-
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istische Polynom

PA) =N +a, 1 N" 1+ ... +aA+ay Null sein.

Bemerkungen.

(i) Ist A € R eine Nullstelle von P(\) , dann ist y = e’ eine Losung
von Lly]=0.

(ii) Sind Ay,..., A, € R n verschiedene Nullstellen von P(\) , dann
sind die Funktionen e*, ... eM? linear unabhingig, bilden also ein Fun-

damentalsystem.

(iii) Ist A € C eine Nullstelle von P()), dannauch A (weil a,_1,...,a9 €
R) und e* sowie e sind komplexwertige Losungen. Damit ist auch
jede Linearkombination von e und e eine Losung.

. . it —it it —it . .
Sei A =a+if . Wegen “F— =cost , <5 =sint und elatiB)e —

e“%e%% erhalten wir zwei linear unabhéngige reellwertige Losungen

e cos fxr und e* sinfx .

Dieselben Losungen erhalten wir durch Verwendung von A .

Im allgemeinen Fall werden mehrfache Nullstellen von P(\) auftreten.

Dabei gilt:
1) Ist A € R eine k-fache Nullstelle von P()) , dann erhalten wir k linear
unabhangige Losungen

X AL xk—leAm

eM oxe, .., von Lly]=0.

2) Ist A=a+if8 € C eine k-fache Nullstelle von P(\) , dann erhalten
wir 2k linear unabhangige Losungen

e cos fBx, xe® cos Bz, . .., xF e cos Br
e sin Bz, re* sin Bz, . .., 2" 1e sin Bz
Bemerkung. Insgesamt erhalten wir dadurch n linear unabhangige

Losungen, also ein Fundamentalsystem.



Beispiel. Das charakteristische Polynom einer homogenen linearen Dif-
ferentialgleichung 7. Ordnung habe die Nullstellen \; = —1 (3-fach) und
)\2’3 =1+ (Je 2—fach).

Dann bilden die Funktionen

—r .2

—r ,x7e ", e’ cos2x, e’ sin2x, xe® cos 2x, xe’ sin 2x

e’ xe

ein Fundamentalsystem.
Die allgemeine Losung von Lly] = 0 ist somit
y = Cre " + Chwe ™™ 4 Cyz’e ™ + Cye” cos 2x+
+Cse” sin 2x 4+ Cgxe® cos 2x + Crxe®sin2x , Cq,...,C; €R



