Die Bogenlange von Kurven

Im Rahmen der Integralrechnung haben wir fiir Kurven, die als Graphen
von Funktionen f : R — R definiert sind, den Begriff der Bogenlange
eingefiihrt. Im Falle, dass f stetig differenzierbar ist, gilt dann L(Cy) =

fb\/l + f?(x)dx .

Analog dazu werden wir den Begriff der Bogenlange fiir Kurven im R”
, dargestellt durch f : [a,b] — R" | einfiihren. Des weiteren werden
wir jene Kurven, denen iiberhaupt eine Lange zugeordnet werden kann,
charakterisieren.

Wir betrachten wiederum eine Partition P = {a = to,t1,...,tpm_1,tm = b}
des Intervalls [a,b] , und erhalten die Punkte P, = f(¢;) .

Die Kurve wird nun durch den Polygonzug durch Py, Py,..., P, approx-
imiert. Dieser besitzt die Lange

Lp(K) = f: 1£ (i) — F(t)] = 2 d(f(tis), F(£) |

Bei Verfeinerung der Zerlegung wachst die Lange des entsprechenden Poly-
gonzuges und damit ist es moglich, dass es keine obere Schranke fiir die
Lange aller Polygonziige gibt.

Defintion. Sei K eine Jordan-Kurve im R" mit der Darstellung f :
[a,b] — R" .

Existiert eine Konstante M sodass fiir alle Paritionen P = {a =
to,t1, .-y tm—1,tm = b} von [a,b] gilt

Lp(K) =Y |If(ti1) — f(t)]| < M , dann heifit K rektifizierbar .
1=1

Ist K rektifizierbar, dann heifit L(K) = sup Lp(K) die Bogenlinge
P

von K .

Bemerkung. Sei g¢:[c,d] — R" eine dquivalente Parameterdarstellung
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von K . Jeder Partition von [a,b] entspricht dann genau eine Partition
von |[c,d] , und die entsprechenden Polygonziige sind gleich. Daraus folgt,
dass die oben definierte Bogenlange unabhangig von der Parameterdarstel-
lung ist.

Satz. Sei K eine Jordan-Kurve im R" mit der Darstellung f : [a,b] — R"
und f = (f1,...,fn) . Dann gilt

K ist rektifizierbar < f; € BV[a,b] Vi=1,...,n

Beweis. 7"<” : Sei f; € BVia,b] V
la

=1,....n,und P =
{to,t1,...,tm} eine beliebige Partition von .

i
, b]
Dann gilt fiir alle k=1,...,m

d(f(te-1), f(tr) = \/Zi1 (fi(ty) — filti—1))? < Z_il | fi(tr) — fi(tr—1)]

und damit
Lo() = 35 d(fla). () < 32 (z fi(ts) — fi<tk1>\) <

7=7 : Sei K rektifizierbar und P = {t¢,t1,...,t,n} eine beliebige
Partition von [a, ] .

Fir t=1,...,n und k=1,...,m gilt dann

| fi(ty) — filtio1)| < d (f(te_1), f(t;)) und damit
ki Filt) — filte)| < kﬁ d(f(ter), F(t2)) < L(K) .

Dies heifit aber, dass f; € BV|a,b] Vi=1,...,n. O

Ohne Beweis seien die beiden néachsten wichtigen Ergebnisse angefiihrt.

Satz. Sei K eine rektifizierbare Jordan-Kurve, dargestellt durch f :
[a,b] — R" . Ist a < ¢ < b, dann sind auch die Teilkurven, dargestellt
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durch f auf [a,c] bzw. [c,b] rektifizierbar und es gilt L? = LS+ LY.

Satz. Sei K eine glatte rektifizierbare Jordan-Kurve, dargestellt durch
f:la,b] — R".

Dann gilt : L(K) = fb S (1))t = fb f’(t)Hdt



