Doppel- und Dreifachintegrale uber
Intervallen des R? und R’

Sei [a,b] ein Intervall des R? oder R? (also ein Rechteck bzw. ein
Quader) , i.e

[a,b] = [al,bl] X [ag,bg] oder [a,b] = [al,bl] X [QQ,bQ] X [CL3,b3] .
Fiir Intervalle des R? (bzw. R3) konnen ebenfalls Partitionen erklirt
werden,
Pla,bl: ey =zp<zm1<...<x;="0

as =Y <y < ...< Yy =0by bzw.

Pla,b]: ey =zp<z1<...<x1="0
ag =Y <Y1 < ... <Yy =by
as=20< 21 <...<2z,=b;3

Im Zusammenhang damit erklaren wir Riemannsche Summen bzgl.
einer reellwertigen Funktion f

Sp(f;ﬁ,?]) = Xl: f: f(glvn])( — Tj— 1)(y Yj— 1) bzw.

So(f:€.2.0) = 3 35 55 6 Gl = i)y = 910 = 500

wobei §,7n,(¢ die Wahl von entsprechenden ”Zwischenpunkten” &;, n;, Cx
bezeichnet.

Definition. Sei f:R?> — R (bzw. f:R? — R). Dann heifit f
R—integrierbar auf [a,b] , wenn jede ”Zerlegungsnullfolge” P™  mit
|P™| — 0 gegen ein und denselben Wert konvergiert, i.e.

Tim Spey (f; M )y = L(f) bzw. Ai_{glosp(m(f;f W optm () = I3(f)



(unabhéngig von der Wahl der Zwischenpunkte &, 1,( )

Schreibweise.

Iz(f)zfgf(x,y)dfcdyz [[ fla,y)dedy

[a, [a1,b1]%[az,b2]

I3(f) = [f{{ f(z,y, z)dedydz = I[f f(z,y, 2)dxdydz

[&1,()1] X [az,bg] X [a3,b3]

Satz. (ohne Beweis)

Falls f 7stiickweise stetig” auf [a,b] ist, dann ist f R-integrierbar auf
[a,b] .

Bemerkung. Dabei heifit f stiickweise stetig, wenn f stetig in allen
Punkten von [a,b] ist mit Ausnahme von Punkten einer Menge C', die
als Vereinigung von endlich vielen Kurven (im R?) bzw. als Vereinigung
von endlich vielen Flichen (im R3) darstellbar ist.

Definition. N C R? (bzw. N C R?) heit Nullmenge, wenn es zu
jedem & > 0 endlich viele Rechtecke (bzw. Quader) A, gibt, sodass

NCUA, und > |A,|<c¢e,

wobei |A,| den iiblichen Fldcheninhalt eines Rechtecks (bzw. Volumen
eines Quaders) bezeichnet.

Satz. (ohne Beweis)

f ist R-integrierbar auf [a,b] < f ist stetig auf [a,b] bis auf eine
Nullmenge.

Konkrete Berechnung von Doppel- und Dreifachintegralen

l

Se(f;&m) = > (v —vi—1) 22 f(&imy) (@i — wi1)



3 (60— ai-1) = 0(9) = Sp(f:8) = ffxy

|P|—0

wobei y ein Parameter ist. Daraus folgt

m

_Zl¢(77j)(yj — Yj-1) Z ff x,n; dx)( — y;j—1) + ein Rest, der mit
]:
|P| — 0 gegen Null Strebt.

Insgesamt erhalten wir  Sp(f;&,n) |P|—>O ]l (ff x,y dx)d

Hierfur verwendet man auch die Schreibweise

by b
[dy [ f(z,y)dzx

az a1

Bemerkung. Analoges gilt auch fiir Dreifachintegrale.

Satz. (Fubini)

Sei f auf [a,b] stiickweise stetig und beschrankt. Dann existiert

[[ fx,y)dzdy = [[ f(z,y)dA und es gilt
[avb] [a,b]

fffa:ydA fdyflfxyd:v—fld:vffxy

[a,b a2 ax ai az

Bemerkung. Analoges gilt auch fiir Dreifachintegrale. Unter den Voraus-
setzungen des Satzes von Fubini ist also die ”Reihenfolge der Integration”
unwesentlich.

Beispiel. Gesucht ist das Volumen jenes Teils des Quaders () , der von
den Ebenen 2z =0, z = —————|—1 r=0,rz=a,y=0,y=a
(a <1) begrenzt wird.

a

(1~ —%)dfcdy:zdxf(JL—g_g)dy:

V:fffxydxdy:f
00 0 0

O—n0



w
w

a
_ _ax _ ad? _ 2 _d _d _ 2 5 3
—bf(a 5 6)d::/;—a 1 c=a a’ .

Beispiel. Man bestimme [ Wdfl , wobei B gegeben ist durch
B

B: 0<z<1,1<y<2.

2 1

P
1 JA = 1 _ 1 1 B
y ErrdA = {dyb[ rpredr = =2 1[ ot om0 dy =

P P
— 9 [_d 2 [ = _92arsinh?2 + 2arsinhl + 21n 2 .
1f T + 1f . arsinh?2 + 2arsinh1 + 21n

1 2
Hier ware f dx f
0 1

e +ig)3 > ungiinstig gewesen!

Definition. B C R? heifit Normalbereich bzgl. der z-Achse, wenn
es zwel Zahlen a , b und zwei Funktionen f(z) , g(x) gibt, sodass B
beschrieben werden kann durch

B={(z,y) - a<z<b, flz) <y<g@)}.

Analog ist ein Normalbereich bzgl. der y-Achse beschrieben durch

B={(z,y) : fly) <ex<gly), cSy<d}.

Definition. B C R? heifit Normalbereich bzgl. der zy-Ebene, wenn
es zwei Zahlen a , b, zwei Funktionen wu(x), v(z) auf [a,b] sowie zwei
Funktionen f(z,y), g(x,y) auf

A={(z,y) : a<zxz<b, ulr) <y <wv(r)} gibt, sodass B darstellbar
ist durch

B={(z,y,2) : a<z<b, ul@) <y<v(z), flz,y) <z2<g(z,y)}.

Normalbereiche bzgl. der anderen Koordinatenebenen sind analog definiert.



Bemerkung. A stellt die Projektion von B auf die xy-Ebene (bzw.
die jeweilige Koordinatenebene) dar.

Ein Normalbereich im engeren Sinne ist ein Normalbereich bzgl. beider
Koordinatenachsen (im R?) bzw. aller Koordinatenebenen (im R3).

Bemerkung. Fir das Integral iiber einen Normalbereich bzgl. der z-
Achse gilt dann

b 9@
[[ W@, y)dedy = [dx [ h(z,y)dy .
B a  f(x)

Fir das Integral iiber einen Normalbereich bzgl. der xy-Ebene gilt

b o(x)  g(z,y)

[[[ Mz, y, z)dzdydz = [[[ h(z,y,2)dV = [dz [ dy [ h(x,y,z)dz
B B a u(x)  fzy)

Die Integrale liber die anderen Normalbereiche sind analog definiert.

Beispiel. Sei das Ellipsoid (%)2 + (%)2 + (5)2 <1 gegeben.

c

2

Die Projektion in die xy-Ebene ist (%) + (%)2 <1.

Also kann das Ellipsoid beschrieben werden durch

—a<zr<a

_b\/l—i(f)2 <y < b\/l—i(g)2
1= @ - P < <e/1- ()P (1)

Bemerkung. Ist ein vorliegender Bereich B kein Normalbereich, so 1af3t
er sich oft in Normalbereiche Bi, By, --- , B, zerlegen, wobei B;NB; nur
jeweils Randpunkte enthalt.

Fiir das Integral iiber B gilt dann eine entsprechende Additivitatseigenschaft.



