
Eigenschaften von
Mehrfachintegralen

Im folgenden seien f bzw. g stets stückweise stetig, und der Bereich B

stückweise glatt.

Mittels Riemannscher Summen kann man die Linearität, Additivität und
Positivität nachweisen.

• (Linearität)
∫ · · · ∫

B

[λf(x1, · · · , xn) + µg(x1, · · · , xn)]dx1 · · · dxn =

= λ
∫ · · · ∫

B

f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn + µ
∫ · · · ∫

B

g(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

• (Additivität) Sei B1, · · · , Bm eine Zerlegung von B , wobei B1 ∪
· · · ∪ Bm = B und Bi ∩ Bj nur Randkomponenten von Bi bzw. Bj

enthält.
∫ · · · ∫

B

f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn =

∫ · · · ∫
B1

f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn + · · ·+ ∫ · · · ∫
Bm

f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

• (Positivität) Sei f(x1, · · · , xn) ≥ 0 auf B .

Dann gilt
∫ · · · ∫

B

f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn ≥ 0 .

Folgerung. Ist f ≥ g auf B , dann ist
∫ · · · ∫

B

f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn ≥
∫ · · · ∫

B

g(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn .

(Beweis: Verwende h = f − g)

Weiters gilt die Betragsungleichung
∣∣∣∣
∫ · · · ∫

B

f(x1, · · · , xn)dx1 · · · dxn

∣∣∣∣ ≤
∫ · · · ∫

B

|f(x1, · · · , xn)|dx1 · · · dxn
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Beweis. Ist
∫ · · · ∫

B

fdx1 · · · dxn ≥ 0 , dann gilt wegen f ≤ |f |
∣∣∣∣
∫ · · · ∫

B

fdx1 · · · dxn

∣∣∣∣ =
∫ · · · ∫

B

fdx1 · · · dxn ≤
∫ · · · ∫

B

|f |dx1 · · · dxn .

Ist
∫ · · · ∫

B

fdx1 · · · dxn ≤ 0 , dann gilt wegen −f ≤ |f |
∣∣∣∣
∫ · · · ∫

B

fdx1 · · · dxn

∣∣∣∣ = − ∫ · · · ∫
B

fdx1 · · · dxn =

=
∫ · · · ∫

B

(−f)dx1 · · · dxn ≤
∫ · · · ∫

B

|f |dx1 · · · dxn . ¤

Satz. (Mittelwertsatz)

Sei f stetig auf einem zusammenhängenden kompakten Bereich B ⊆ R3

. Dann existiert ein Punkt P (ξ, η, ζ) , sodass

f(ξ, η, ζ) = 1
V ol(B)

∫∫∫
B f(x, y, z) dV , wobei

V ol(B) =
∫∫∫

B 1 · dV das Volumen von B bezeichnet.

Beweis. Weil f stetig auf der kompakten Menge B ist, werden das
Maximum und das Minimum angenommen, d.h. ∃ P0(ξ0, η0, ζ0) sodass
f(ξ0, η0, ζ0) = m , ∃ P1(ξ1, η1, ζ1) sodass f(ξ1, η1, ζ1) = M und m ≤
f(x, y, z) ≤ M auf B .

Damit gilt

mV ol(B) = m
∫∫∫

B 1 · dV ≤ ∫∫∫
B f(x, y, z)dV ≤ M

∫∫∫
B 1 · dV = MV ol(B)

Folglich m ≤ µ(f) = 1
V ol(B)

∫∫∫
B f(x, y, z)dV ≤ M ( µ(f) heißt auch

der Mittelwert von f) .

Weil B zusammenhängend ist, gibt es einen Polygonzug, also eine stetige
Kurve C : (x(t), y(t)z(t)) mit Anfangspunkt P0 und Endpunkt P1 ,
welche ganz in B verläuft.

Betrachte nun die stetige Funktion ϕ(t) = f(x(t), y(t), z(t)) . Nach dem
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Zwischenwertsatz wird jeder Wert zwischen Minimum und Maximum von
ϕ angenommen, d.h. ∃ t∗ : ϕ(t∗) = µ(f) .

Der gesuchte Punkt ist dann P (ξ, η, ζ) = P (x(t∗), y(t∗), z(t∗) . ¤

Bemerkungen.

(i) Im 1. Mittelwertsatz der Integralrechnung wurde gezeigt, dass

b∫
a

f(x)dx = (b− a)f(ξ) , a ≤ ξ ≤ b bzw.

f(ξ) = 1
b−a

b∫
a

f(x)dx und V ol(I) = b− a .

(ii) Der Mittelwertsatz gilt auch in analoger Weise für den Rn .
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