Transformationsformel und
Parameterintegrale

Wir betrachten die Koordinatentransformation = = z(u,v) , y = y(u,v)
und die Abbildung ¢ : B — B* sei bijektiv.

Des weiteren sei die Abbildung f stiickweise stetig auf B .
Dann gilt

Satz. (Transformationsformel im R?) (ohne Beweis)

I (@ y)dady = [ f(e(u,0),y(u,v)) 524

Plausible Begriindung. [[, f(z,y)dzdy ist der Limes einer Riemann-
Summe iiber Rechteckszerlegungen in der xy-Ebene.

Jeder solchen Zerlegung entspricht eine Zerlegung in ”verzerrte” Rechtecke
(ndherungsweise Parallelogramme) in der wuwv-Ebene, i.e.

Sp(f:&,m) =>> f(x(u,v),y(u,v))xFlacheninhalt

des krummlinigen Rechtecks.

Ist g: == z(u,v), vy =y(u,v) stetig differenzierbar, dann ist eine
Linearisierung moglich, d.h. die krummlinigen Rechtecke lassen sich durch
Parallelogramme approximieren.



Oz . Oz

Mit #; = < g_ ) , To = ( oy ) erhalten wir fiir die Flache des Parallel-
ogramims o o

Oz oz

2 2 O(a.y)

aw | <o || = ’a(u,Z)

0 0
Also

Se(f:&m) = X5 (@, 0),y(@,0) [524| Awdsv; — [f, f(z,y)dady
iJ

fir |P|—0.

Im R? erhalten wir analog

fffB (x,y, 2)dxdydz =

o(x,y,z
- fffB* f(:c(u, v, w)7y(u7 v, ’UJ), Z(’LL, v, ’UJ)) ’a((U,g,w))

Beispiel. [ = [[ /1+a?+y? dezdy (siche vorher: Fldcheninhalt
x2+y?<1
der Sattelfliche z = zy)

Einfiihrung von Polarkoordinaten x =rcosy , y =rsinp =

ozy) | _
‘a(nz)‘ =7 . Also

= [[ V1422 +yldedy = f fr\/1—|—7“drdg0—27rf7“\/1—|—rd7“—

2+y2<1 ©=07r=0

= 2(1 4 42)32| = (/8- 1) .

2t R

Beispiel. [ = [[ e @ dady= [ [ re " drdp =
2 4+y?<R? ©=07=0
R 2 2 R 2
=2r(—3) [—2re " dr=—-me” ;= (1l —e ).
0




Speziell ergibt sich fir R — oo : [[e @) dady = .
R2

Bemerkung. Betrachten wir das uneigentliche Integral

o0
I= 1 e dr = 1l e_dey , dann konnen wir schreiben

ffe @) drdy = 1l fe x”)dazdy—f@ xdxfe_y2dy:12,

also I = f e dr = /T .

b
Definition. Eine Funktion F(z) der Form F(z) = [ f(z,t)dt heit

a
Parameterintegral mit Kern f(z,t) .

Satz. Seien f(z,t) und gf(x t) auf [c,d] X [a,b] stetig.

Dann ist F(z) auf [c,d] differenzierbar und es gilt

b
= [ %(x, (" Differentiation unter dem Integral”)
a

Beweis. Sei zy € [c,d] . Weil f stetig an (x,t) ist, gibt es zu jedem
e>0 ein 6. >0 sodass |z — x| <. = |f(x,t) — f(zo,t)] <€,

Mit  L@d=Slod) %(xo + Yz — x0),t) gilt dann

r—Xo

b b
Plz)—F(zo) ff xot f8—fa:0+19x—a:0) t)dt =

Q

b
= [ (¢ dt+f [a—f (w0 + Iz — 0), 1) — %(xo,t)}dt.
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b
Mit x — xy folgt dann F'(z f—f ]



Bemerkung. Analoges gilt auch fiir mehrfache Parameterintegrale

F(ul,...,um):f.B.ff(ul,...,um,xl,...,xn)dxl...dxn =

gfi:f.B.fg{Z(ul,...,um,xl,...,xn)dxl...dxn ,i=1,....,m.



