Oberflachenintegrale

Oberflachenbestimmung in Parameterdarstellung
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Zur Erinnerung: In kartesischen Koordinaten war die Oberflache gegeben
durch

O(F) = [fp /1 + f2 + fdedy = [[5 ity = [[ do

wobei v den Winkel zwischen dem Normalenvektor n und dem Koor-
dinatenvektor €3 bezeichnet.

do ... Oberflachenelement in kartesischen Koordinaten
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und damit ist
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| cosy| =

Somit O(F) = [/5. |‘||fg”“‘gfj§”” ’ggz% dudv = [, ||Z x Zy|| dudv .
Bemerkung. [, x /| = /|2, |17.1° — (&, - 2.)*

Mit B = |72, F=(Tu %), G=|T|? ist dann

do = VEG — F?dudv das Oberflachenelement in allgemeiner Parame-
terform.

Definition. do = (Z,xZ,)dudv heifit vektorielles Oberflaichenelement
der Flache & = Z(u,v) .

|do] = do , eine Orientierung der Fliche ist durch die Richtung der
Flachennormalen gegeben.
Fluf3 durch eine Fliache

Sei F : #(u,v) ein Flachenstick und K = ein sogenanntes

O T

”Vektorfeld”, d.h. eine Abbildung K : R3 — R3 .




®(F) sei der FluB durch F (”Anzahl der Feldlinien” durch die Fliche)
. Als Ma#f3 fir den Flufl wahlen wir die Projektion von K parallel zu 7
mal Flachenelement do , summiert iiber die gesamte Flache.

Wegen @@ = (T, x &,) ist K -@ = (K,&,,#,) das Spatprodukt der
Vektoren K |, Z, , 7,

Definition. ®(F) = [[, K -dé = [[,. (K,Z,,T,)dudv heift

Oberflachenintegral von K durch F. (Physikalisch bedeutet dies
den Fluf des Feldes K durch F) .
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Bemerkung. Wegen ‘ 3
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[ (Pdy A dz + Qdz A dz + Rdx A dy)

dudv + Q|54

dudv + R| 528 dudv) =

mit den Bezeichnungsweisen ‘283 dudv = dy A dz | ‘ggig dudv = dz A
dz | gggg dudv = dx N dy .
Beispiel.

T
F:22+y*+22=R*, 2>0 und K = —(x2+y21—|—z2)3/2 Y
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O(F) = [[4 K -dé= [[,. (K -@)dudv

Wir verwenden Kugelkoordinaten x = Rsintcosy, y = Rsindsinp , z =
Rcos?v und 0<9<3,0<p<2rm.



R cos v cos g —Rsinvsin ¢

Dann ist 7y = | Rcosvsingp , Ty = Rsind cos und
—Rsinv 0

R?sin? Y cos ¢
=273y xT,= | R’sin®dsingp

R? cos ¥ sin ¥

Rsindcos ¢ sin ¥ cos @
K:% Rsin¢sin @ :% sin ¥ sin @ und
Rcosv cos v/

K - i = sin® 9 cos? ¢ + sin® ¥'sin? ¢ + cos? ¥ sin 9 = sin® O + cos? ¥ sing) =
= sin (cos? ¥ + sin? ) = sin ¥ .

Also ist

Ol

(F)= [ f sin ddpdy = 2w f sin 9dy = 27 (— cosV)|E =
9=0 =0 9=0



