Kurvenintegrale

Eine Motivation fiir Kurvenintegrale liegt in der Berechnung der physikalis-
chen Arbeit einer Kraft K ldngs eines Weges (Kurve).

Gegeben sei eine Kurve C': Z(t) und ein
P(z,y, z)
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Dies 1af3t sich interpretieren als Riemann-Summe von



ty

w(C) = [ (Pfl—ﬂg + QY 4 R%) dt = [ (Pi(t) + Qy(t) + Rz(t))dt = [(K,Z)dt
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bzw. W(C) = [ Pdx + Qdy + Rdz .
P
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Definition. Sei K = | @ | ein Vektorfeld und C' : Z(t) = (z(t),y(t)z(t))
R

eine stiickweise glatte Kurve. Dann heifit

[.K-di= [.Pdr+Qdy+ Rd> = ?(Pm(t) + Qy(t) + Rz(t))dt ein

to

Kurvenintegral iiber K langs C'.

Beispiel. Sei K = Yz , CoZt)=1 1—-t | ,0<¢t<1.

Dann ist K (z(t),y(t),2(t)) = | t—¢ | und 2= -1

Also fcﬁ -d§ = fl [t 4+ (=1)(t —t*) + (t* — t)]dt = [ (2t — t)dt = %



Beispiel. K wie vorher und C*: Z(t)= | 1—¢

Dann ist
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Joo K -ds = [[t22t + (t = *)(=1)]dt = [ (283 —t + ¢*)dt = 5 .
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Bemerkung. Kurvenintegrale langs verschiedener Wege von F, nach

P, sind somit im allgemeinen verschieden, d.h. sie sind ”wegabhangig”.

In vielen Anwendungen ist oft W(C) vom Weg C unabhéngig. Dies
hangt von der Art des ”Kraftfeldes” K ab.

Definition. Ein Kurvenintegral heifit wegunabhangig, wenn entlang
eines beliebigen Weges von Fy nach P; immer derselbe Wert vorliegt.

Folgerung. Ist fclg' - d5 wegunabhangig, dann ist 390[2 -d5=0 fir
jeden geschlossenen Weg C' .

Definition. Ein Vektorfeld K heift Gradientenfeld mit Potential f
of
5
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, wenn K= gradf =

Das zugehérige ” Differential” Pdx + Qdy + Rdz heifit dann exakt (oder
vollsténdig).

Bemerkungen.
o Pdv+ Qdy+ Rdz = gdr + SLdy + §Ld= = df ... "vollstindiges
Differential.

e In der Physik heifit ein Kraftfeld, das ein Gradientenfeld ist, konserva-
tiv. Beispiele dafiir sind : elektrostatisches Feld, Gravitationsfeld.



Satz. Das Kurvenintegral eines Gradientenfeldes ist wegunabhangig.

Beweis. |, K -ds= }(P:U(t) + Qu(t) + R2(t))dt =
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= f(z(t1),y(t1), 2(t1)) — f(z(to),y(to), 2(t0)) = f(P1) — f(F) , dh. der
Wert hangt nur von F, und P; ab, nicht aber vom Verbindungsweg. []

Bemerkung. f(P;)— f(F,) heiit auch Potentialdifferenz.

Definition. Der ” Vektordifferentialoperator” V = heifit Nabla-
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Operator .

V 1aBt sich sowohl auf Skalarfunktionen f : R® — R als auch auf
Vektorfunktionen ¢ :R3 — R3 anwenden.
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(i) Vf(z,y,2) = %—g =gradf(z,y,2) ... Gradient von f
of
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(i) (V,0)(z,y,2) = ‘%1 + ‘%2 + 8”3 = divy ... Divergenz von o
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(iii) (V x0)(z,y,2) = | T2 —F2 | =7rotd ... Rotor von 7.

(iv) div(gradf) = &ﬂz + 52 il 822 = Af ... Laplace-Operator von f

(im R?: Af=21+%L fir f:R2>R)



