Die Integralsatze von Gauss, Green
und Stokes

Satz. (Integralsatz von Gauss im R?)

Sei B C R? ein stiickweise glatter Normalbereich und K ein stetig
differenzierbares Vektorfeld. Dann gilt

// E-daz///divf?dv
0B B

(0B ... Rand von B, ist so zu orientieren, dass der Normalenvektor nach
auBen zeigt)

9(z,y) < z < h(z,y)

Seien nun u.v : R?® — R stetig differenzierbare Funktionen und weiters
. g

> — _ (,0v 00 , 00

K = u gradv = (uax,uay,uaz) .

: -1 0 v 0 ov 0 ov) __
Dann ist divK = 4 (u%) + 3 <u8—y> + 5 (Uﬁ) =
= UgpVp + UV + UyUy + UVyy + UV, + UV, =

= UypUy + UyUy + UV, + U(Vgg + Vyy + V22) =

= gradu - gradv + uAv

bzw. divK = div(u gradv) = V - (uVv) =

1



= Vu-Vv+ulv = gradu - gradv + uAv  ("Produktregel”)

Anwendung des Gauss’schen Satzes liefert

[[/5 divKdV = [[5 (gradu - gradv + uAv)dzdydz =
= [[,pu gradv-do'= [[,,u @ - gradv do , wobei do = fido .

Mit der Setzung % =n-gradv erhalten wir

Satz. (1. Green’sche Formel)

[[/5 (gradu - gradv + uAv)dedydz = [[,, u%do

Bemerkung. Mit K=v gradu erhalten wir analog

[[/5 (gradu - gradv + vAu)dzdydz = [[,, v%do :

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert

Satz. (2. Green’sche Formel)

[[[z(utv —vAu)dV = [[,, (uds — v3%)do

Satz. (Gauss’scher Satz in der Ebene)

/ / divKdedy = | K - fids
B 0B

Dabei ist OB so zu parametrisieren, dass B "links” von 0B liegt.



Sy

r

Eine Modifikation dieses Satzes liefert

Satz. (Integralsatz von Green-Riemann)

//B (%_88_5>dxdy:/wpdx+@dy

(Wiederum ist 0B so zu parametrisieren, dass B "links” von 0B liegt.)

Sei nun = = z(u,v) , y = y(u,v) , z = 2(u,v) , (u,v) € B* eine stetig
differenzierbare Parameterdarstellung einer Flache.

Satz. (Satz von Stokes)



Sei = (P(x,y,2),Q(x,y,z2),R(x,y,2)) ein stetig differenzierbares Vek-
torfeld und F' eine stiickweise glatte Fliche im R? . Dann gilt

[[ rovir-da= ¢ w0
F

C=0F

Bemerkungen.

1) Der Satz von Gauss besagt : [ [[,dive dV = [[,, 01 do .

Die rechte Seite stellt den Flufl durch die gesamte Oberflache von B dar.
Er ist nur dann von Null verschieden, wenn im Inneren Feldlinien entsprin-
gen oder verschwinden, d.h. wenn ”Quellen” oder ”Senken” vorhanden
sind.

Nach dem Mittelwertsatz gilt [ [, dive’ dV = Vol(B)divo .

Im Grenzfall Vol(B) — 0 folgt dann

: o : 1 = = 9 . 9
dive = Voll(lBH)1—>0 ol(B) [[op 07 do ... 7" Quellstérke

2) Der Satz von Stokes besagt : [[,rott'-dod= ¢ U-ds .
oF

Die rechte Seite stellt die ”Zirkulation” von ¢ langs OF dar.
Nach dem Mittelwertsatz gilt [ rotv - do' = (rotv - i) Vol(F) .

Im Grenzfall Vol(F') — 0 folgt dann

rot7 = lim —= ¢ 7-d5 ... ”Wirbelstirke”
Vol(F)—0 VoItF) ai

Beispiel. Sei o = (22 + 2, 2%+ 37, 2¢%) . Man bestimme ffaBU- do ,
wobei B C R? jener Bereich ist, der von den Flichen 22+ 3? =1, 2z =
x+yund z =10 — z — 2y eingeschlossen wird.



Nach dem Gauss’schen Satz ist ffaB U-do= fffB divodV .

divi = 2y und B kann beschrieben werden durch
B: 22+¢*<1,24+y<2<10—z2—2y.
10—z—2y

Also I'= [[ [ 2udaxdydz= [[ 2y(10 -2z — 3y)dady =

v +y?<1 2=ty 22 +y2<1

= ... (Polarkoordinaten !) = —3T

Beispiel. Man bestimme [ 2(z + y)dz + (2% 4+ y?)dy . Dabei besteht C
C
aus den beiden Teilkurven C;: y=—V2x —22, 0<x <2

und Cy @ y = %Sin(wx) , 0 <z < 2, und werde entgegen dem

Uhrzeigersinn durchlaufen.

Nach dem Satz von Green-Riemann ist

({de + Qdy = £ [(Q. — P,)dxdy .

2 1/2sinwx
Alsoist [2(z+y)dx + (22 +y*)dy = [ [ (22 —2)dydx =
C =0 y=—\/25—22

_2
=

Beispiel. Man bestimme [ (z — yz)dz + (1 + 2*)dy — 2xydz .
C

Dabei ist C' die Schnittkurve der beiden Flachen 22?4+ y?> =1+ 22 und
2= .

Nach dem Satz von Stokes ist [ ¥ dZ = [[ (votv' - ii) dF .
C B



T — Yz —2x — 2z
T=| 1+ 2? , TotU = Yy
—2xy z

Fiir den (nach auflen gerichteten) Normalenvektor kann eine der beiden
Flachen gewahlt werden, hier sinnvollerweise z = x (mit der natiirlichen
Parametrisierung v =x ,v =vy) .

= n= 0 , Totv -m = —2x — 3z .

Die Projektion der Schnittkurve der Flichen in die zy-Ebene ist 222+1? =
1+ 22 (Gleichsetzung der z2-Koordinaten) , bzw. z?+y? =1.

Somit ist [[ (rot¥ - 1) dF = ff —2x — 3z(x,y)) dedy = ff —b5z) dxdy
B
wobei B: 22 +132<1.

Damit folgt [ (—5x)dzdy =0 .

x2+y?<1



