Wichtige Satze der Analysis

1) Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung

Sei f:(a,b) = R eine stetige Funktion. Dann heifit F': (a,b) — R eine
Stammfunktion zu f (im Intervall (a,b) ), wenn

F'(x)=f(x) Yzé€((ab) .

Es gilt:

o Fiir ein festes & € (a,b) ist p(x) = [ f(t)dt eine Stammfunktion von
£

S (mit ¢(§) =0)

o Ist ¢(x) eine (spezielle) Stammfunktion von f , dann erhélt man alle
Stammfunktionen durch ¢(z)+C, C € R.

Die Familie aller Stammfunktionen von f ist durch das unbestimmte
Integral F(x) = [ f(z)dx gegeben.

o Im speziellen ist F'(x) = [ f(t)dt +n eine Stammfunktion von f mit
£
der Eigenschaft F(£) =

2) Satz von der Umkehrabbildung
Sei G C R" eine offene Menge und f: G — R" stetig differenzierbar.
Sei a € G und b= f(a) .

Ist die Jacobi-Determinante J¢(a) # 0, dann existiert eine offene Umge-
bung U C G von a € G und eine offene Umgebung V C R" von
b= f(a),sodass f:U — V bijektiv ist.

Die Umkehrabbildung ¢ : V' — U ist dann ebenfalls stetig differenzierbar.



Des weiteren ist fiir jedes =z € U die Jacobi-Matrix von g im Punkt
y = f(x) € V gleich der inversen Jacobi-Matrix von f im Punkt z .

Diese Aussage ist bei Koordinatentransformationen von Bedeutung.

3) Satz iiber implizite Funktionen

Es geht dabei um ein (i.a. nichtlineares) Gleichungssystem der Form

filze, o T Y1y Yn) =0
folZ1, oo Ty Y1y -5 Yn) =0

fn(xlw"axm;yla---,yn) =0

welches nach den y; ”aufgelost” werden soll.

Zur Vereinfachung der Schreibweise werden die Punkte

(X1, Ty Yy -+, Yp) € R mit (x,y) , x € R™ | y € R” bezeichnet.

Seien die Funktionen fi,..., f, stetig differenzierbar und gelte weiters
f(a,b) =0 .
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Ist | " |#0 im Punkt (a,b), dann

On .. ... O

oy IYn

existiert eine offene Umgebung U C R™ von a € R™ und eine offene
Umgebung V C R" von b€ R" derart, dass die Gleichung f(x,y) =0
fir jedes x € U genau eine Losung y = g(x) besitzt. Dabei ist die
Abbildung ¢g: U — V stetig differenzierbar.

Das heif3t also: der im Bereich U x V' gelegene Teil der Punktmenge
{(z,y) eR™™ = f(x,y) = 0}

kann als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion ¢g: U — V aufge-
fasst werden, und wir konnen dort schreiben
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y1 = g1(1, ..., Ty)

Yn = gn(xla <. 7xm)

Beispiel. Wir betrachten f:R? — R  etwa f(z,y)=a2?>+y>—1.
Die Punktmenge f(z,y) =0 ist der Einheitskreis in der Ebene.

Hier ist m =n =1 . Fir a:bzg gilt f(a,b) =0

Weil 3—5 = 2y # 0 in (a,b) gilt, gibt es eine Funktion ¢(z) , sodass lokal
fla,g(x)) =0 gilt.
Hier ist es natiirlich die Funktion g¢(z) = ++v1—2?.

Nattirlich gilt wegen g—i = 2x # 0 in (a,b) auch, dass eine Funktion

h(y) existiert, sodass lokal f(h(y),y) =0 gilt.

In unserem Fall h(y) = ++/1 —y?.

Man beachte, dass im Punkt (1,0) nicht nach y aufgelost werden kann,
wohl aber nach x .

Beispiel. Seien stetig differenzierbare Funktionen fi(z,y,2) , fo(z,y, 2)
gegeben.

Fiir einen Punkt (a,b,c) gelte fi(a,b,c) =0 und fs(a,b,c)=0.
oh Oh

g% 8% ‘ # 0 im Punkt (a,b,c) , dann
or 0z

Ist etwa

gibt es Funktionen = = z(y) und z = z(y) sodass die Punktmenge
fi(z,y,2) =0, fo(x,y,2) =0 lokal (um den Punkt (a,b,c) ) durch

filz(y),y,2(y)) =0, fo(x(y),y,2(y)) =0 dargestellt wird.

Bemerkung. Der Satz iiber implizite Funktionen gibt nicht an, wie die
Auflosung konkret zu bewerkstelligen ist.



