Implizite Differenzialgleichungen

Diese haben die Form F(z,y,y’) =0 , wobei F stetig in einem Bereich
des R3 ist.

Bemerkung. Man setzt hier oft 13 = p . Die Linienelemente sind bei
impliziten Differenzialgleichungen also implizit gegeben ( (Z,7,p) mit
F(z,y,p)=0) .

Definition.

1) Ist F(Z,7,p) = 0 und kann die Gleichung F'(z,y,p) = 0 in einer
Umgebung von (Z,7,p) nach p aufgelost werden (also p = f(x,y)) ,
dann heilt (Z,7,p) ein regulidres Linienelement, sonst ein singulires
Linienelement.

2) Der Punkt (7,7) heifit singuldrer Punkt der Dgl F(z,y,y) =0,
wenn er Triager eines singuldren Linienelementes ist (ansonsten regulérer
Punkt).

3) Die Menge aller singuldren Punkte heifit Diskriminantenmannig-
faltigkeit (im Falle einer Kurve Diskriminantenkurve).

4) Eine Losung y = y(x) von F(z,y,y’) = 0 heifit regulir bzw.
singulér, wenn alle Linienelemente (x,y(z),y'(z)) reguldr bzw. singulér
sind.

Mit Hilfe des Satzes iiber implizite Funktionen erhalten wir somit eine
hinreichende Bedingung fiir ein regulares Linienelement :

Sei F(x,y,p) stetig differenzierbar in einer Umgebung von (Z,7,p) mit
F(z,y,p) = 0. Gilt F,(7,y,p) # 0, dann ist (7,y,p) ein reguléres
Linienelement.

Daraus folgt wiederum eine notwendige Bedingung fiir ein singulares Lin-
ienelement (falls F(xz,y,p) stetig differenzierbar) :
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F(z,y,p) =0 und F,(7,y,p) =0.

Beispiel. F(z,y,y) =y? —42?> =0

Mit ¢ =p ist F(x,y,p) = p* — 42> = 0, also p* = 42 und damit
p=2x oder p=—2x.

F(z,y,p) ist stetig differenzierbar, F, =2p . Alsoist F,#0 fir p#0
, also fur x #£0 .

Das heifit : fir 7 # 0 sind (7,7,27) und (7,7, —2%) regulédre Lin-
ienelemente.

Fiir Punkte (0,%,0) kann F(x,y,p) = p*—42? =0 in keiner Umgebung
von (0,7,0) nach p aufgelost werden.

Damit sind die singuldren Linienelemente durch (0,7,0) gegeben und die
Diskriminantenkurve durch = =0 .

Bemerkung. Die Losungen der Differenzialgleichung (y' = 4+2z) sind durch
y =224+ C gegeben.

Beispiel. F(z,y,y)=zy —y=0

F(z,y,p)=ap—y=0 , Fy=ux

Die Linienelemente (Z,7,p) mit T # 0 sind also regulér.

F,=0 = =0 = y=0.Dh (0,0) ist singularer Punkt.

Die allgemeine Losung der Dglist y=Cz , C €R.

Bemerkung. Die Diskriminantenmannigfaltigkeit kann in der Regel aus

den beiden Gleichungen F(z,y,p) =0 und Fy(z,y,p) =0 durch Elimi-
nation von p gewonnnen werden.

Fiir gewisse Klassen von Differenzialgleichungen ist es moglich, eine Param-



eterdarstellung fiir die Losungen zu gewinnen wobei p = 4/ als Parameter
fungiert.

Ist eine derartige Darstellung x(p),y(p) moglich, dann mufl
z(p) = Z—; #0 und gy(p) =pi(p) sein, weil
p="14=y().
Man kann zeigen, dass dies genau dann moglich ist, wenn eine explizite
Darstellung y = p(x) der Losung moglich ist mit " (x) #0 .
1) z=g9g(y) , g stetig differenzierbar
Setze p =1y . Dann ist = = g(p) .

Wegen ¢(p) = pi(p) = pg(p) erhalten wir eine Parameterdarstellung fiir
die Losung, namlich

z=g(p) , y= [pgdp

2) y=g(y) , g stetig differenzierbar

Setze p=1y . Dannist y = g(p) .

y=pi = g(p)=pi = @=9(p) fir p#0.

Damit erhalten wir

z(p) = [59)dp+C , y(p) = g(p)

Des weiteren ist y = ¢g(0) ... const. eine Losung, wenn 0 im Definitions-
bereich von ¢ liegt.

3) y=uzy +g(y) ... Clairot Differenzialgleichung

Wir beobachten zuerst, dass fiir ¢y = C' die Gerade y = Cz+¢g(C) eine
Losung der Dgl ist. Damit erhalten wir als Losungen die Geradenschar

y=Crx+g(C) , CeR.



Setzen wir nun ¢ = p . Dann ist § = pz .
Aus y=axp+g(p) folgt y=dip+x+4g(p),also =+ g(p)=0.
Daraus erhalten wir eine Parameterdarstellung einer Losung,

x(p) =—9(p) » yp) =—pg(p) +9(p) -

Man kann zeigen, dass dadurch die Einhiillende der obigen Geradenschar
vorliegt.

Beispiel. y =y +¢¥

ist Clairot Dgl. mit g(p) =e” .

Zum einen erhalten wir die Geradenschar y = Cx +¢e“ , C € R als
Losungen.

Fir die Einhiillende gilt
2(p) = —g(p) = =" (< 0) , y(p) = —pg(p) +9(p) = —pe’ + ¢’
Mit e’ = —x und p =In(—z) erhalten wir

y(x) =xIn(—z) —x .



