Lineare Differenzialgleichungen
hoherer Ordnung

Diese haben die Form
Lu = u™ + ap_ 1 ()u" Y + ...+ a1 () 4 ag(t)u = b(t)
Dabeiist L ein sogenannter Differenzialoperator, der auf eine (geeignet oft

differenzierbare) Funktion w(¢) wirkt. Hier ist L ein linearer Operator,
d.h. L(Au+ pv) = ALu+ plv .

Beispiel. Lu =" — costu” + (> + 1)u' — tu = ¢

Mit der Setzung y1 =u, o =9, =u', ..., yp =y, , = u"V

wir ein lineares System

erhalten

7' = Aj+b(t) wobei

0 1 0 ... 0 [ 0
0o 0 1 ... 0 0
A= = & b=
0 0 ...... 1 :
—agp —a1 ... ... —Qp_q \ b(t)

Von der friheren Diskussion wissen wir

e Sind a,(t), b(t) stetig auf einem Intervall I mit 7 € I, dann ist das
Anfangswertproblem

Lu=0b , v®(r)=n, k=0,1,....n—1
(lokal) eindeutig losbar.
e Sind a;(t) stetige reellwertige Funktionen, dann ist der Losungsraum

der zugehorigen homogenen Differenzialgleichung ein n-dimensionaler Vek-
torraum iiber R .



—

o Ist (41,...,7,) ein Fundamentalsystem von Losungen des homogenen
Uj
ul

Systems ¢’ = Ay, dann ist ¥; = '

(n-1)

Fiir die Wronsky-Determinante W (t) = det(#,...,9,) gilt

W' =SpA(t)W = —a,_1(t)W und damit

l@f(t) _ 6—3[an,1ﬁ)dt
e Die Losungsgesamtheit der inhomogenen Gleichung Lu = b ist
gegeben durch

u=w-+z

wobei w die allgemeine Losung der homogenen Gleichung Lu = 0 ist
und z eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung kann mittels Variation
der Konstanten gefunden werden (siehe vorher).

e Das Verfahren der Variation der Konstanten sei fir den Fall n = 2
explizit angegeben. Wir betrachten also eine Differenzialgleichung

" 4 ay(t)u' + ap(t)u = b(t)

Dann ist A:(_(;O —1al> ,B(t):<b((l)> jz(iﬁ)

Sei uy(t) , us(t) ein FS der homogenen Gleichung. Dann ist

ur U2
Y= ( uf ul )
1 U
Von vorher wissen wir, dass eine spezielle Losung des inhomogenen Systems
gegeben ist durch

—

Zt) =Y (@) [ Y Ht)b(t)dt



Nunist Y~'(t) = b ( _ué,l _ullb2> und mit det V() = W(t) gilt
_1 g 1 —U9 t)b(t
v-oi) = (i )

Folglich ist  Z(t) = Y (t) [ Y1 (t)b(t)dt = ( ull u? ) (

Uy Uy

—us(t)b(t)
T )
Ult t
J W dt

Auswertung der ersten Komponente liefert

Z(t) = Cl (t)ul(t) + CQ(t)UQ(t) mit

Ci(t)=—/ uzéﬁ)(zt)gﬁ dt und Cy(t) = [ mé;)(lz;t) 5

Beispiel. " — 3u' + 2u = €

Ein FS von u” —3u +2u = 0 (siehe spater) ist wuy(t) = e* | uy(t) = e’ .

eZt et
26215 et

W(t) = =—e3 | b(t)=¢

Ci(t) = — [ 22t = — [ £Cdt = [etdt = —e!

Co(t) = [ it = [ S5t = —t

Somit ist 2(t) = Cy(t)ui(t) + Co(t)ua(t) = —ee? — tel = —(1 +t)e!

eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung. Die allgemeine Losung
der inhomogenen Gleichung ist

u=Cre* + Cye! — (1 +t)et , C1,C2 € R O

Sei Lu = b eine Differenzialgleichung n-ter Ordnung. Ist nun eine Losung
v(t) # 0 der homogenen Gleichung Lu = 0 bekannt, dann kann daraus
eine Differenzialgleichung (n — 1)-ter Ordnung gewonnen werden.

Ist wiederum fiir die entstandene homogene Differenzialgleichung ein Fun-
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damentalsystem bekannt, dann ergibt sich zusammen mit v(¢) ein F'S fiir
Lu=20.

Dieses Verfahren heifit Verfahren der Reduktion der Ordnung.

Beispiel. u” —cost-u' +sint-u=t

Durch Einsetzen stellt sich heraus, dass v(t) = €' eine Losung von
u”" —cost-u' +sint-u=0 ist.

Wir treffen nun den Ansatz : u(t) = v(t)w(t) = e lw(t) .

sint,,,/

smtw +e w

u' = coste

u" = (—sint + cos? t)e ™ w + 2 cos te™ )’ + ey

Eingesetzt in die Differenzialgleichung erhalten wir
w” 4 cost-w' =t

Mit der Substitution z(t) = w'(t) erhalten wir die lineare Differenzialgle-
ichung 1. Ordnung

2 +cost-z=t.
Fiir die Gleichung 2’ +cost-z =0 gilt 2(t) = e st .

w =zt = w= [e Mt

Damit erhalten wir fiir «” —cost-u'+sint-u = 0 ein Fundamentalsystem,
namlich

(esint esintfe—sintdt)
, .



