Lineare Differenzialgleichungen n-ter
Ordnung mit konstanten
Koeflizienten

Wir betrachten nun
Lu = u™ + ap,_u™ Y + .+ a4 agu = b(t)

wobei ag,aq,...,a,-1 € R .

Um ein FS fiir die homogene Gleichung
Lu=u" +a, u" Y+ . +au+au=0

zu finden, treffen wir (geméB fritheren Uberlegungen) den Ansatz
u(t) = eM

und erhalten fiir die Nullstellen des charakteristischen Polynoms

N4+, NP+ Nt+a=0.

Durch Einsetzen stellt sich dabei sofort heraus:

e Ist A€ R eine k-fache Nullstelle, dann sind

6/\t, te)\t, o ,tkile)\t
k linear unabhangige Losungen von Lu =0 .

o Ist A\=p+iveC eine k-fache Nullstelle, dann auch X .
Das Paar (\,)\) liefert k linear unabhiingige komplexe Losungen
€(u+z'z/)zf7 te(,u—!—z'u)t) o th—1 o (ptiv)t
bzw. 2k linear unabhangige reelle Losungen
e cosvt , eMsinuvt

tet cosvt |, teMsinvt



t]{:—l tk_l

et cosvt el sin vt
Beispiel. 4® + 4u® + 20" — 44" + 84 + 16u =0
Wir erhalten  A° +4X +2X3 — 4\ 4+ 8\ 416 =0
mit den Losungen Ajo3=-2, Mq=1+1¢, \s=1—1.
Folglich bilden e~ , te=? | t2e7% | elcost, e'sint ein FS.
Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist
u(t) = Cre ™ + Cote™ + C3t?e™ + Cyel cost + Csel sint
mit 1,0y, C5,Cy,C; € R .

Beispiel. u® +2u" +u =0

Wir erhalten A +2X2+1=(A\?+1)? =0

mit den Losungen Ao =+%, A\34= —1 .
Folglich bilden cost , tcost, sint, tsint ein FS.

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist
u(t) = Cycost 4+ Oyt cost + Cysint + Cyt sint
mit Cl, 02, 03, CyeR.

Fiir die allgemeine Losung der inhomogenen Gleichung
u™ + a4, u™ Y + 4 a4+ agu = b(t)

benotigen wir wieder die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen
Gleichung und eine spezielle Losung der inhomogenen Gleichung.

Diese wiederum kann durch Variation der Konstanten oder mittels
Ansatz gefunden werden.



Wir diskutieren jetzt das Finden einer speziellen Losung der inhomogenen
Gleichung mittels eines geeigneten Ansatzes.

Wir beobachten zuerst (Superpositionsprinzip):

Sei b(t) = g1(t)+...4+gx(t) und u;(t) eine spezielle Losung von Lu = g;(t)
, dann ist

u(t) = ur(t) + ... + ug(t)

eine spezielle Losung von Lu = b(t) .

Beweis.

Lu:L(u1+...+uk):Lu1+...+Luk:gl+...gk:b. U]

Das heifit: wir konnen fiir die Summanden von b(t) jeweils eigene Ansétze
treffen und diese dann zusammensetzen.

Damit ein Ansatz in der nachfolgenden Weise ”funktioniert”, darf keine
sogenannte ”auflere Resonanz” vorliegen.

Definition.

(i) Ist g(t) ein Summand von b(t) und zugleich Losung der zugehorigen
homogenen Differenzialgleichung, dann liegt fiir ¢(¢) Auflere Resonanz
VOr.

(i) Man spricht von innerer Resonanz, wenn eine Nullstelle A des
charakteristischen Polynoms mehrfach auftritt.



Beispiele fiir Ansatze:

g(t) entsprechender Ansatz
A (const.) B (const.)
Ag+ At + ...+ A, t™ By+ Bit+ ... + B t™
" By + Bit + ... + Bt"
Aet? Belt
Asin(kt) Csin(kt)+Dcos(kt)
Acos(kt) Csin(kt)+ Dcos(kt)
Asin(kt)+ Bcos(kt) Csin(kt)+Dcos(kt)
Aetsin(kt) et (Ccos(kt) + Dsin(kt))
Ae'cos(kt) et (Ccos(kt) + Dsin(kt))
el (Acos(kt) + Bsin(kt)) | e#(Ccos(kt) + Dsin(kt))
el P(t) e Q(t)
P(t)sin(kt) Q(t)sin(kt) + R(t)cos(kt)
P(t)cos(kt) Q(t)sin(kt) + R(t)cos(kt)

e Bei auflerer Resonanz und keiner innerer Resonanz :

Multipliziere den Ansatz fiir ¢(t) mit ¢ .

e Bei auflerer Resonanz und innerer Resonanz :

Multipliziere den Ansatz fiir g(t) mit ¢*, falls A\ eine k-fache Nullstelle
ist.

Beispiel. " + 4u = sint + t?

Fiir die homogene Gleichung erhalten wir A\? +4 = 0 , also

Ao ==%2¢ und wuy = Acos2t+ Bsin2t .



Es liegt keine duBere Resonanz fiir sint und t* vor.

Daher Ansatz up:Csint+Dcost+E+Ft+Gt2 =
u},:Ccost—Dsint+F+2Gt

ug = —C'sint — Dcost + 2G

Eingesetzt in die Differenzialgleichung ergibt sich
—C'sint — Dcost+2G +4C sint +4D cost +4E +4Ft +4Gt? = sint + t*
bzw.

3Csint + 3D cost + (4F + 2G) + 4Ft + 4Gt? = sint + t*
Koeffizientenvergleich ergibt nun
3C=1,3D=0,4E+2G =0, 4F =0, 4G =1 und damit

C=41,D=0,G=41,F=0, E=—

0|

Damit ist u, = %sint — % + %LtZ und die allgemeine Losung der inhomo-

genen Differenzialgleichung ist

u:Ac082t+Bsin2t+%sint—%+;11t2 , A, BeR

Beispiel. " + 4u = 2cos 2t

up, = Acos2t + Bsin2t .

Hier liegt fiir 2cos2t aiiflere Resonanz vor (A =2, B =0).
Daher Ansatz w, = t(C'sin2t + D cos2t) .

u, = C'sin2t + D cos 2t + t(2C cos 2t — 2D sin 2t)
u, = 2C cos 2t — 2D sin 2t + 2C cos 2t — 2D sin 2t+
+t(—4C'sin 2t — 4D cos 2t)

uy + 4du, = 4C cos 2t — 4D sin 2t = 2 cos 2t



Damit ist 4C =2, -4D=0 und C=35, D=0.

L
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Damit ist u, = %t sin2t und die allgemeine Losung der inhomogenen

Differenzialgleichung ist

u= Acos2t + Bsin2t + 5tsin2t , A, BER.

Beispiel. u” — 4u' 4 4u = 3te*
)\2—4>\—|—4:0 = )\1’2:2

Es liegt also innere Resonanz vor und wu;, = Ae* + Bte? . Wir sehen, es
liegt auch &duBere Resonanz vor (A=0, B=3).

Der "iibliche” Ansatz fiir die rechte Seite wire (C + Dt)e? .
Da aber innere und auflere Resonanz vorliegt, ist der Ansatz

u, = t*(C + Dt)e* = (Ct* + Dt?)e*

Damit
u, = (2Ct 4 3Dt*)e* + (Ct* + Dt*)2e* =
= (2Ct + 3D#* + 2Ct* 4 2Dt3)e*

uy = (2C 4 6Dt + 4Ct + 6 Dt?)e* + (2Ct + 3Dt? 4 2Ct* + 2Dt?)2e* =
= (2C + 6Dt + 8Ct + 12Dt? 4 4Ct? + 4Dt3)e*
_ _ 2t 2
uy — 4u, 4+ 4u = ... = (2C + 6Dt)e* = 3te*
= 20=0,6Dt=3t = C=0, D=3
Also ist u, = 13 .

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung ist

u=Ae* + Bte* + 1t3%¢* | A BER.



