Potenzreihenansatze

Gegeben sei eine lineare Differenzialgleichung 2. Ordnung mit nicht-
konstanten Koeffizienten

Y +px)y +qlx)y=0.

Wir fragen, ob es eine Losung gibt, die in Form einer Potenzreihe dargestellt
werden kann.

Wir behandeln hier den Fall, dass sogenannte ”regulare Koeffizienten”
vorliegen, d.h. dass p(z) und ¢(z) in eine Potenzreihe um einen Ent-
wicklungspunkt =z, entwickelt werden konnen.

Bemerkung. Fine weitere Moglichkeit ist der Fall von ”schwach sin-
guldren Koeffizienten”, wo p(x) und ¢(z) eine Singularitat in z, haben,
aber (z — x¢)p(x) und (z — x9)%q(z) analytisch in zy sind.

Dies ist etwa bei der Bessel Differenzialgleichung
oy +ay + (2> —1v)y=0 ,veR, v>0

der Fall. Hier funktioniert der "normale” Potenzreihenansatz nicht mehr
und muss geeignet modifiziert werden.

Liegt der Fall reguldrer Koeffizienten vor, dann kann man den Ansatz

oo

y(a) = 2, an(r —w0)"

n=0

treffen. Dies fithrt (nach geeigneter Umnumerierung der Summationsin-
dizes) zu einer Rekursionsformel fiir die Koeffizienten a, welche dann
(oft) explizit bestimmt werden konnen.

Wir illustrieren diese Vorgangsweise an einem einfachen

Beispiel. " —y =0

(Wir wissen hier natiirlich, dass e* und e™*

bilden.)

ein Fundamentalsystem



o0
Sei also y(z) = > a,2" = ag + a1x + agx® + ...  (hier ist xy = 0)

n=0
Dann ist
o
y'(z) = ar + 2a0x + 3azx® + ... = > na,a™ !
n=1
(0]
y'(x) = 2as + 6azr + 12a42° + ... = > n(n — 1)a,z" 2
n=2
Wir erhalten damit > n(n — 1)a,z" 2 — > a,z" =
n=2 n=0
(0] o0
Wegen >"n(n—1)a,z" 2= > (n+2)(n+ 1)a, 22" ist nun
n=2 n=0
o0
> in+2)(n+1)aya —apfa™ =0
n=0

und folglich erhalten wir die Rekursionsformel

(n+2)(n+1)apis —a, =0 bzw. a2 = man fir n>0

Einsetzen liefert

n=20 as = %CL()
=1 _ 1
n — as — ﬁal
1 1 1
n =2 a4:m&2:ma0:aao
1 1 1
n=3 as = 5743 = 5733501 = 511
1
n=4 ag = gr4 = = 50
_ 1 _ 1
n=>5 a7 = =505 = ... = 7a; etc.
Wir vermuten nun, dass fiir gerade Indizes (n = 2k) gilt ag, = ﬁag

und fiir ungerade Indizes (n =2k + 1) agpy1 = mal .

Dies kann mit vollstandiger Induktion und der Rekursionsformel leicht
gezeigt werden.

Somit ist



0 o0

(0. ¢]

_ 2k 2k+1 __

Y= anx” = Y agx”" + Y agpp T =
n=0 k=0 k=0

o o
_ 1% 1 2k+1 Lo
=ap ) v T @ kzo e ap,a; frei wihlbar

k=0

Man beachte weiters, dass

0 o0

Alsoist y=R(e"+e") + F(e" —e ) = dle? 4 dsliemr

Beispiel. 4" +3xy +3y =0

o)
Wir suchen eine Losung um zp =0, also y = Y a,a” .

n=0
(0.9] o0
Dann ist 3 = > na,z" ' und 3" = > n(n — 1)a,z" 2.
n=1 n=2

Eingesetzt in die Differenzialgleichung ergibt sich

Sn(n—1)ax™ 2 +3> na,z"+ 3> a,x" =0 bzw.
n=2 n=1 n=0

Y (n+2)(n+ Dayez™ 4+ 3> naa™+3 > ax” =0 bzw.
n=0

Yo An+2)(n+ 1)ayo + 3na, + 3a,}2" =0 =
n=0

(n+2)(n+ 1)apte +3(n+1)a, =0 bzw.

(pyo = —niwan =0 fur n>0 ... Rekursionsformel

Wir erhalten

n=2~0 s = —%ao
n=1 as = —§a1

—9 _3 32
n = Ay = —702 = 5700



_ _ 3, _ 3
n=3 as = —3a3 = 35041

— — 3 _ 33 33
n=4 a6 _Eai 246 4-6a0 _mao
3 33
n = 5 ar = ——70,5 == —ﬁ7a1

Daraus vermuten wir (und zeigen mit vollstdndiger Induktion) dass

k
n =2k ase = (—1)* 52 ma0
k
n =2k +1 agk+1 = (—1)]“%@1 =
_ k_ 3%24--(2k) _ e 3k-2k k!
=(-1) 1.2:3-(2k) -2kt )M = (1) k1)1
Somit ist

(0] o0 (0.¢]
Y=Y apz" =Y ayx® + Y agpa?tt =

n=0 k=0 k=0

- 3k ok - k6K 2kt
:aokzo(_l) ok KL "‘alkzo(_l) @k



