Elementar integrierbare Falle

Die einfachste Form einer Differenzialgleichung 1. Ordnung ist die ex-
plizite Form

v = f(z,y).
Dabei ist die Funktion f: D — R auf einem Bereich D C R? erklirt.

Eine Losung dieser Differenzialgleichung ist eine auf einem Intervall I C R
definierte Funktion vy : I — R, sodass

Veel : (x,y(x))eD und y'(x)= f(x,y(x))

Betrachten wir nun einen Punkt (zg,79) € D . Dann gibt f(xo, )
offenbar die Steigung der Losungskurve(n) an der Stelle zy an (weil

y'(z0) = f(wo,%0) )-

Diese Betrachtungsweise fiihrt zu den Begriffen ” Linienelement” und ” Rich-
tungsfeld”.

Definition. FEin Tripel (z,y,p) , wobei p die Steigung einer durch
(z,y) € R* gehenden Geraden bezeichnet, nennt man Linienelement .

Eine Funktion f:D — R, wobei D C R? | liefert also fiir jeden Punkt
(x,y) € D ein Linienelement (z,y, f(z,y)) .

Die Gesamtheit aller Linienelemente heifit (das durch f definierte) Rich-
tungsfeld .
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Bemerkung. Das Richtungsfeld gibt also die Tangentenrichtungen der
Losungskurven an. Man erhalt dadurch einen gewissen Uberblick iiber den
Verlauf der Losungskurven.

1) ¥ = f(z)

f sei stetig auf einem Intervall 7 C R ,also D =1 xR . Wir beobachten,
dass in diesem Fall das Richtungsfeld nur von x abhangt.
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Ist F(x) eine spezielle Stammfunktion von f(x) dann ist y(z) =
F(z)+ C , C € R die Losungsgesamtheit der Differenzialgleichung.

y =flx) & y=[f(z)de=F(z)+C

Beispiel. 3y =234 cosz

Die allgemeine Losung ist y(z;C) = ‘%4 +sinx 4+ C'.

Fragen wir nach einer Losung, welche durch den Punkt (1,1) geht, also
y(1) =1, dann ergibt Einsetzen

l=y(l)=1+sinl1+C = C=32—sinl,also

y(a:):%—ksinx—i—%—sinl.

2) ¥ =gy

g sei stetig auf einem Intervall I C R, also D =R x . Wir beobachten,
dass in diesem Fall das Richtungsfeld nur von gy abhangt.
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Ist g(yo) = 0, dann ist offenbar y(x) = yg... const. eine Losung, d.h. es
konnen eventuell konstante Losungen vorkommen.

Nun betrachten jene Bereiche, wo g(y) # 0 .

Ist G(y) eine Stammfunktion von ﬁ , dann ist
Gly)=x+C ,CeR

die allgemeine Losung der Differenzialgleichung.

Differenzieren nach =z liefert namlich

Gy =1 = y=1 & y=9g().

Bemerkung. Ist y(x) eine Losung, dann auch z(x) = y(z + K) fur
jedes feste K € R, weil

)=y (r+ K)=gylx+K)) =g(2) .

Bemerkung. Fiir die praktische Berechnung ist folgende Schreibweise
niitzlich

V=9ly) & EL=gy) & L=dv & [L=[d &
Ay _
& fg(y)—x—l—C
/

Beispiel. 4y = —2y

Hier ist ¢(y) = —2y und die Nullstellen von g¢(y) bilden die konstanten
Losungen. In unserem Fall also y = 0... const.

Fir y # 0 erhalten wir
f%:—Zfdx = lhly|=-2z+K =



= |yl =ef172 = ™20 = K™ mit Ky > 0
Folglich ist y = Ce ™ mit C #0.

Weil auch y = 0 Losung ist, kann man die Gesamtheit aller Losungen in
der Form

y(zr) = Ce™* | C € R schreiben.

Beispiel. ¢ = /|y
y = 0... const. ist offenbar Losung.

Ist y(x) eine Losung, dann auch z(z) = —y(—x) , weil
Z(x) =y'(—x) = VIy(=2)| = V]z(z)] .

Es geniigt also, positive Losungen y > 0 zu betrachten.
. . d .
In diesem Fall ist x+C:fdac:f7%:2\/§ fir 2 4+C >0

Damit sind alle positiven Losungen durch
y(x) = % , x> —C gegeben.
Die negativen Losungen sind durch

2(z) = —y(—x) = —% , —x>—C bzw. x <C gegeben.

Damit lassen sich Losungen angeben, die auf ganz R definiert sind, wie

etwa
%2 falls >0
o(r) = 0 falls —2<2<0
(v42)2
— falls © < —2
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Betrachten wir einen Punkt (&,0) auf der z-Achse. Dann gibt es mehrere
verschiedene Losungen durch diesen Punkt, wie etwa

o(x) =0... const., und



E" falls x> 13
— 4
V@) { 0  falls 2 <¢

D.h. das zugehorige Anfangswertproblem ist nicht eindeutig l6sbar !

3) v = f(x)g(y) (Dgl. mit getrennten Variablen)

Wiederum beobachten wir, dass die Nullstellen von ¢(y) konstante Losungen
liefern,

g(yo) =0 = y=1yp... const. ist Losung.

Im Falle g(y) # 0 sei G(y) eine Stammfunktion von g und F (x)
eine Stammfunktion von f(z) .

Die allgemeine Losung der Differenzialgleichung ist dann

Gly) =Fx)+C , CeR.

Differenzieren nach x liefert namlich

G'yy =F(z) = 5y =[ =) = y=/[(2)9y).

Bemerkung. In der praktischen Berechnung ist wiederum folgende Schreib-
weise hilfreich

v =2L=f)gly) = L=[f(lo)de = [&=[fle)de =
= Gly)=F(x)+C

Bemerkung. Im allgemeinen ist zu erwarten, dass wir lediglich eine
implizite Darstellung fiir die Losungskurven erhalten.

Bemerkung. Haben wir ein AWP ¢ = f(2)g(y) , y(§) =n gegeben,
dann kann man zeigen, dass fiir stetiges ¢g(y) und g¢(n) # 0 das AWP
(lokal) eindeutig lésbar ist.

Im Fall g(n) = 0 ist eine hinreichende Bedingung fiir die (lokale) eindeutige
Losbarkeit des AWP die, dass g¢(y) stetig ist und in 7 eine isolierte
Nullstelle besitzt und dass ¢'(n) # 0 ist.
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Beispiel. 3 = eYsinx
Beachte, dass g(y) =¢Y #0 Vy ist.

%:fsinxda: = —eY=—cosx—C bzw. e Y =cosx+C

Dies ist erklart fiir cosz +C >0 !
Wir haben also y = —In(cosz+C) , cosx+C >0.

Fir ¢ >1 ist cost+C >0 Vaz € R. Dannist y(z) auf ganz R
definiert und zudem beschrankt.

(3M>0 mit cosz+C>M = e?V>M = e<I)

Hingegen tritt im Falle —1 < C' <1 ein starkes Wachstum der Losungen
auf !

Liegt dariiberhinaus eine Anfangsbedingung (0) =7 vor, dann erhalten
wir

e"=14+C = (C=e"7—1 und damit

eV=cosx+eT—1 bzw. y=—In(cosx+e"—1).

4) Lo6sung mittels geeigneter Substitution

In manchen Fallen kann eine Differenzialgleichung durch eine geeignete
Substitution vereinfacht werden bzw. auf einen bekannten Typ zuriickgefiihrt
werden. Fir diese Vorgangsweise 1afit sich kein Rezept angeben, sie hangt
von der Art der vorliegenden Gleichung ab.

Beispiel. 1y = 2%+ y? — 22y

Wir beobachten, dass 3 = 22 4+ y? — 22y = (y — x)? .

Setzen wir z(x) =y(x) —x , folgt 2/ =9y — 1, bzw. ¢y =2"+1.

Wir erhalten 2/ +1 = 22 und dies ist eine Differenzialgleichung mit
getrennten Variablen, welche gemafl vorher gelost werden kann.



Beispiel. (Homogene Differenzialgleichung)

Eine Dgl der Form 3’ = g(£) heifit auch homogene Differenzialgleichung.

Setzen wir hier z(x) = @ bzw. y(x) = xz(x) , erhalten wir

_ _ glz)—z
z+axz =g(z) , also 2/=5=— |

was wiederum eine Dgl mit getrennten Variablen ist.

3 3
. . /! X +y
Beispiel. 3y = S
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Dividieren wir Zahler und Nenner durch z° , erhalten wir

y 3
y’:% . Mit z=1% folgt dann

3
s+ xr =E baw, =32 " ete.
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