Lineare Differenzialgleichung und
verwandte Falle

1. Die lineare Differenzialgleichung
Eine lineare Differenzialgleichung 1. Ordnung besitzt die Form
v +g(x)y=nh(z) ,wobei g(x) und h(z) stetig sind.

Gilt h(z) = 0 , heifit die Differenzialgleichung homogen , ansonsten
inhomogen.

Bemerkung.

Die obige Differenzialgleichung wird oft in der ”Operatorschreibweise”
Ly = h angegeben, wobei L ein Operator ist, der einer differenzierbaren
Funktion y(z) die Funktion ¢’ + g(x)y zuordnet.

Man beachte dabei, dass L ein linearer Operator ist, i.e.

L(ay + fz) = aly + Lz .

Wir betrachten als erstes den Fall der homogenen Differenzialgleichung,
d.h.

y+9@)y=0.
Wir erhalten 3’ = —g(z)y . Dies ist eine Dgl. mit getrennten Variablen.

Folglich ist y =0 eine Losung. Fir y # 0 gilt

U= —g(a)dr = Iy = - [g(x)dz+ K

Setzen wir G(x) = [ g(x)dx , erhalten wir
ly| = eKe 60 = y(z) = Ce @ mit C£0.

Mit y =0 erhalten wir damit als allgemeine Losung

y(r) =Ce €@  CeR.



Bemerkung. Ist dariiberhinaus eine Anfangsbedingung y(§) = n gegeben,
dann kann C' eindeutig aus 7 = Ce %)  bestimmt werden.

Nun zur inhomogenen Differenzialgleichung v' + g(z)y = h(x) .

Beobachtung. Seien yi(x),y2(z) zwei Losungen der inhomogenen Dif-
ferenzialgleichung und sei z(x) = y1(x) — yo(z) .

Dann ist 2’ 4 g(z)z = h(z) — h(xz) = 0 und damit ist z(z) eine Losung
der zugehorigen homogenen Differenzialgleichung !

Wir erhalten y;(x) = 2(z) + y2(x) und dies bedeutet :

Die allgemeine Losung der inhomogenen Differenzialgleichung kann in der
Form

y(x) = z(2) + yp()

angegeben werden, wobei z(x) die allgemeine Losung der zugehorigen
homogenen Differenzialgleichung bezeichnet und y,(z) eine spezielle oder
partikulare Losung der inhomogenen Differenzialgleichung.

Damit stellt sich die Frage, wie man eine spezielle Losung der inhomogenen
Differenzialgleichung finden kann.

1. Ansatz (und nachfolgendem Koeffizientenvergleich)
Beispiel. y —y = 22
Hier ist h(z) = 2 ein Polynom 2. Grades, wir konnen also den Ansatz

yy(z) = Az* + Bx + C' versuchen.
y;(ﬂf) = 2Ax + B , eingesetzt in die Differenzialgleichung erhalten wir

2Az + B — (Az* + Bz + C) = 2*  bzw.

—Ar*+ (2A—-B)z+(B-C)=2* =
—A=1, 2A—-B=0, B—C=0 und damit
A=-1, B=-2 , C=-2

Y

Also ist  y,(z) = —2? — 22— 2.



2. ”Variation der Konstanten”

Sei y(z) = Ce @™ die allgemeine Losung der zugehérigen homogenen
Differenzialgleichung. Dann betrachten wir den Ansatz

yp(2) = C(w)e 9
und setzen diesen in die inhomogene Differenzialgleichung ein.
Mit  y, = Cle@ —CG'e =(C"e%—Cge @ gilt dann
C'(2)e=¢@) — C(z)g(x)e™ %" + g(2)C(z)e @) = h(z) =
C'(2)e ¢@ = h(z) bzw. C'(x) = h(z)ef® =

C(x) = [ h(z)ef@dg
Dadurch erhalten wir also eine spezielle Losung y,(z) .

Beispiel. 3 —y = 22

Die zugehorige homogene Differenzialgleichung ist ¢ —y = 0 mit der
allgemeinen Losung yg = Ce” .

Also treffen wir den Ansatz 1y, = C(x)e” . Eingesetzt in die Differenzial-
gleichung erhalten wir

C'e® + Ce* —Ce* =22 = (C'(z)=2%" =
C(z) = [2%e *dx = e *(—a® — 22 — 2)

Folglich ist  y,(z) = C(x)e” = —2? — 2x — 2 und die allgemeine Losung
der inhomogenen Differenzialgleichung ist

y(r)=Ce* —a*—-2x -2 , CeR.

Ist die Anfangsbedingung (1) =0 gegeben, erhalten wir
0=Ce—1—-2-2 , also C:g,
und daraus die eindeutig bestimmte Losung

y(z) =2e" —a? — 2z — 2.



2. Bernoulli Differenzialgleichung
v+g@)y+h(z)y*=0 ,aeR, a1, a#0

Diese Differenzialgleichung 1afit sich durch die Substitution
2(z) =y(x)™  (also y*z=y)

auf eine lineare Differenzialgleichung fiir z(x) zuriickfithren.

1

d=1-a)y Y = vy =1=y* . Damit

Ly + g(x)y*z + h(z)y® = 0 . Multiplikation mit (1 —a)y™* liefert

2+ (1—a)g(x)z = (a—1)h(x)

Dies ist eine lineare Differenzialgleichung fiir z(z) , aus deren Losung sich
1
y(r) = 2zT-= bestimmen 1aft.

Bemerkungen.
(a) fiir ein beliebiges « € R ist y* nur fir y > 0 definiert (weil

ya — ealny) )

(b) Falls a > 0, dann ist die Differenzialgleichung fiir y > 0 erklért und
y = 0 ist eine Losung.
(c) Sei a €Z , a ungerade

Wenn y(x) eine positive Losung ist, dann ist wu(x) = —y(z) ebenfalls
Losung. Die Losungsgesamtheit ist gegeben durch

y(r) =7y(x) , y(x) ist positive Losung
y(@) = —y(z)
(y(x) =0 wenn a > 0)

(d) Sei a€Z , o gerade

Ist z(z) eine negative Losung der linearen Dgl. fiir z(x) , dann ist

y(xr) = —(—z)ﬁ eine negative Losung. Die Losungsgesamtheit ist



Beispiel. Sei v + 1+ny +(1+2z)y* =0 gegeben.

Dies ist eine Bernoulli Dgl mit o =4, g(z) = h(z) =1+ .

1
142 ?

-3

Die Substitution z =gy =y liefert

-z =3(1+1).
Die allgemeine Losung der zugehorigen homogenen Dgl ist
2 = Ce %) mit G(r) = [F2dr=—In(1+2)® , also

1+
zp(z) = C(1+2)? .
Variation der Konstanten liefert 2z, = —3(1 4 z)? und damit ist
22) =C(+a) =3(1+2) = (1+2)(C(1+2)=3).

Folglich ist durch Riicksubstitution

1
(142)2(C(1+x)-3)

die allgemeine Losung.

y(x> = Z(ZE)_§ - Y/

Des weiteren ist hier auch y = 0 eine Losung.

3. Riccati Differenzialgleichung

Y + g(x)y + h(z)y* = k(z)

FEine Riccati Dgl kann insbesondere dann gelost werden, wenn eine spezielle
Losung ¢(x) bereits bekannt ist (durch Erraten, Ansatz o.4.).

Treffen wir ndmlich dann den Ansatz u(x) = y(x) — ¢(z) , so erhalten
wir durch Einsetzen

o'+ (g(x) + 2h(z)p())u + hx)u = 0.



Dies ist nun eine Bernoulli Dgl fiir w(x) mit o = 2 und fithrt geméas

vorher mit der Substitution z(z) = ﬁ zur linearen Dgl

2= (g(x) + 2h(x)p(x))z = h(x) .

Dann ist u(z) = ﬁ und y(z) = u(x) + ¢(x) .

Beispiel. ¢ + 2xy + xy? = 3z

Dies ist eine Riccati Dgl . Durch Einsetzen zeigt sich, dass ¢(x) =1 eine
spezielle Losung ist.

Die Substitution wu(z) =y(z) —1 liefert
u +4xu+2u? =0. (Bernoulli Dgl)

Die weitere Substitution z(z) = -~ (u#0 , also y # 1) liefert

u()
2/ —dxz=2x. (lineare Dgl)
Diese besitzt die Losung  z(z) = Ce™™ — 7.
Also ist  y(x) = ﬁ + p(x) = ﬁ +1 und y =1 ist eine weitere

Losung.



