Lineare Systeme

Ein lineares System von Differenzialgleichungen hat die Form
yp = an(t)yr + a2(t)ye + . .. + a1 (t)yn + ba(t)
Yo = a2 (D)y1 + an(t)ys + . .. + as(D)yn + ba(?)

Yp, = an1(0)y1 + an2(t)ye + - .+ apn(t)yn + bu(t)

Beispiel.
Yy = t2y — sintys + elys + °
Yy = —tyr + (£ + cost)y — ys
ys = y1 + e~ costyy + (t2 —t)yy —t — 42

Bemerkung. Gilt by(t) = be(t) = ... = b,(t) = 0, dann spricht man von
einem homogenen System, sonst von einem inhomogenen System.

Bemerkung. In Matrizenschreibweise kann ein lineares System in der
Form

v = Ay + b geschrieben werden, wobei

U1 (t) an(t) a9 (t) e aln(t) bl (t)
t t) ... n(l - bo(t
Git) — yz(t) A= Cm;( ) a22:( ) - :( s B(t) = 2:( )
Yn (1) an1(t) ana(t) ... app(t) b, ()
Fiir obiges Beispiel ware dann
t2 —sint e t
A= —t t3+cost -1 und  b(t) = 0
1 etcost t*—t —t — t*



—

Bemerkung. Sind A(t) und b(t) stetig (auf einem Intervall I C R)
, dann sind die rechten Seiten stetig partiell differenzierbar nach den y;
und somit ist ein Anfangswerproblem

J'=Aj+b , §E) =1

(lokal) eindeutig losbar.

Wir kommen nun zur zentralen Aussage fiir lineare homogene Systeme.

Satz. Sei i’ = Ay, wobei A(t) eine stetige reellwertige n x n Matrix
ist.

Dann ist die Losungsgesamtheit des Systems ein n-dimensionaler Vek-
torraum (iiber R) .

Um also alle Losungen eines gegebenen Systems zu bestimmen, benotigen
wir eine Basis dieses Vektorraums, also n linear unabhangige Losungen.
Jede weitere Losung ist dann als Linearkombination dieser Basislosungen
darstellbar.

Definition. Ein System von n linear unabhangigen Losungen heifit ein
Hauptsystem (HS) oder Fundamentalsystem (FS) von Losungen.

Hat man n Losungen 4i,...,4, von ' = A(t)y gegeben, so 1aft sich
daraus eine Losungsmatrix Y (¢) bilden, wobei die i-te Spalte von Y ()
der Vektor ;(t) ist.

Direktes Ausrechnen liefert dann die Beziehung Y'(t) = A(¢)Y (¢) .
Hat man umgekehrt eine Matrix Y (¢) gegeben mit Y'(¢t) = A(t)Y(¢) ,

—

dann bilden die Spalten von Y (¢t) n Losungen von ' = A(t)y .

Es gilt :
Y (t) liefert ein Fundamentalsystem <
V't ist Y(t) eine regulire Matrix <

37 sodass Y(7) eine regulidre Matrix ist.



Ist Y(t) = (41,...,Y,) ein System von n Losungen, dann heift ¢(t) =
det Y (t) die Wronsky-Determinante des Losungssystems.

Offenbar gilt:
Y (t) bildet ein Fundamentalsystem <
d7 sodass (1) #0

Bemerkung. Fiir stetiges A(t) erfillt die Wronsky-Determinante ()
die Differenzialgleichung

P(t) =spA(t) - ¢
wobei spA(t) = ay(t) + ...+ ann(t) die Spur von A(t) ist.
Also ist

o(t) = el AWML

Die Bestimmung der Losungsgesamtheit eines allgemeinen linearen Sys-
tems ist in der Regel recht schwierig.

Das Reduktionsverfahren von d’Alembert ermoglicht es, die Anzahl
der Gleichungen zu reduzieren, sofern eine spezielle Losung bekannt ist.

Dies sei fiir den Fall n = 2 illustriert.
Gegeben sei

yi = a(t)yr + ar2(t)ye

Yo = ag1(t)y1 + ag(t)ys

und Z(t) = ( 28; ) sei eine spezielle Losung mit x1(¢) # 0 .

Wir treffen den Ansatz
y(t) = »(t)x(t) + Z(t)
0
(

wobei (t) eine Skalarfunktion ist und 2(¢) = ( 2o(t) ) :
2



Eingesetzt in die Differenzialgleichung erhalten wir
YE+YZ + 72 =A- (Y()Z(t) + Z(t)) = VAT + AZ

Weil 07/ = AZ gilt Z'= A7 —'Z baw.

( 0 > B < a1z + a2z — Py >

24 ag121 + agze — Y'xs

Die 1. Komponente liefert ' = xilalng )

Die 2. Komponente liefert 2§ = agezo — 1'xs  bzw.

Zé = (a22 - ffa12)22

Daraus kann 29(¢) und danach (¢) bestimmt werden. Schlufiendlich
erhalten wir eine weitere zu Z(t) linear unabhingige Losung durch

y(t) = p()Z(t) + 2(t) .

Beispiel.
Yl =1y — ¥o
Yh = %Y1 + 2ys

-1
Hier ist A:(i 2 >

t2

Wir haben Z(t) = ( —t

) als spezielle Losung gegeben.

Dann ist 25 ' = (a9 — i—falg)zg = %zg = 2(t) =t und
w/ = %CLQZQ = —% = 7,0(25) = —Int
Damit erhalten wir als weitere Losung

. S 0 t? 0 —t*Int
y(t):wx—i_(ZQ):_lnt<—t>+<t): (tlnt+t>

Z(t) und ¢(¢) bilden ein Fundamentalsystem.



