Z.ahlen und metrische Raume

e Natiirliche Zahlen : Die natiirlichen Zahlen sind die grundlegendste
Zahlenmenge, da man diese Menge fiir das einfache Zahlen verwendet.

N={1,2,3,4,...}

e Ganze Zahlen : Aus offensichtlichen Griinden (z.B. Temperaturmes-
sung, Kontostand) ist es erforderlich, auch Zahlen einzufiihren, die negativ
bzw. Null sind.

Z={.,-3,-2-1,0123,..}

e Rationale Zahlen : Zwischen den einzelnen ganzen Zahlen existieren
auch noch Werte. Daher fithrt man die Bruchzahlen oder rationalen Zahlen
ein, die sich durch Division zweier ganzer Zahlen ergeben (der Divisor darf
dabei nicht Null sein).

Q={% : a,beZ, b#0}

e Reelle Zahlen : Die rationalen Zahlen (Verhéltnisse zwischen ganzen
Zahlen) sind nun ebenfalls nicht ausreichend. Man denke etwa an die Lénge
der Diagonale im Einheitsquadrat, welche keine rationale Zahl sein kann.

Mathematisch ergibt sich die Menge der reellen Zahlen R durch ” Ver-
vollstdndigung” der rationalen Zahlen (siche spéter).

Bemerkung. Offenbar gilt: NCZ CQCR.

Die genannten Zahlenmengen konnen in bekannter Weise auf einer Ger-
aden, der sogenannten Zahlengeraden anschaulich dargestellt werden.

Bemerkung. Innerhalb von N konnen zwei Zahlen unbeschrankt ad-
diert und multipliziert werden, i.a. aber nicht subtrahiert und auch nicht
dividiert werden.

Innerhalb von 7 konnen zwei Zahlen unbeschrankt addiert, subtrahiert
und multipliziert werden, i.a. aber nicht dividiert.



Innerhalb von @Q konnen zwei Zahlen unbeschrankt addiert, subtrahiert,
multipliziert und dividiert (Divisor # 0) werden. Man spricht vom Ko6rper
der rationalen Zahlen.

Die Menge der reellen Zahlen bildet ebenfalls einen Korper, d.h. Addition,
Subtraktion, Multiplikation und Divison sind in bekannter Weise erklart.

Dabei gelten die (von der Schule her) bekannten Rechenregeln (Kommu-
tativgesetze, Assoziativgesetze, Distributivgesetz etc.) sowie die Schreib-
welisen

n n
Zxk:$0+m1+...+xn, kazxg-xl-...-:cn

Die Ordnungsstruktur der Zahlen.

R (und damit auch Q , Z und N) sind geordnete Mengen, d.h. je
zwei Zahlen konnen ”"der Grofle nach” verglichen werden. Mathematisch
gesprochen : es existiert eine Ordnungsrelation < ("kleiner gleich”) auf
R mit folgenden Eigenschaften

Va,beR : a<b oder b<a
VaeR : a<a
Va,beR : a<b und b<a = a=0

Va,b,ceR : a<b und b<c = a<c

Mittels dieser Relation kann die weitere Relation < (”echt kleiner”) durch
a<b < a<bunda#b definiert werden.

Wichtige Rechenregeln dabei sind
a<b und ¢>0 = ac<bc
a<b und ¢<0 = ac> bc
ab>0 < (a>0und b>0) oder (a<0undb<0)

ab<0 < (a>0und b<0) oder (a<O0undb>0)



Mittels der Ordnungsstruktur konnen wichtige Teilmengen von R definiert
werden, die sogenannten Intervalle.

(a,b) ={x € R : a<xz<b} (offenes Intervall)

[a,b) ={z € R : a <z <b} (abgeschlossenes Intervall)
[a,b) ={z €R : a <z <b} (halboffenes Intervall)
a,b)={z €R : a<x<b} (halboffenes Intervall)
x)={zreR : a<z} , [a,00)={r R : a<z}
o0,a)={reR : z<a} , (—oo,al={rxeR : z<a}

Definition. Fine Teilmenge X C R heiit nach oben beschrankt
(bzw. nach unten beschrinkt) wenn eine Zahl K existiert sodass
r<K VzeX (bzw. K<z VzelX).

K heifit dann obere Schranke (bzw. untere Schranke).

X C R heifit beschrankt wenn X nach oben beschrankt ist und nach
unten beschrankt ist.

Man beachte : ist K eine obere Schranke von X C R, dann auch jede
groffere Zahl K7 > K (Analoges gilt fiir untere Schranken).

a € X () heifit groBtes Element (bzw. kleinstes Element) von
XCR wenn z<a VzeX (bzw. a<z VzeX).

Beispiel. Betrachte X = (0,1) . 2 ist obere Schranke, —3 ist untere
Schranke. X hat kein grofites und auch kein kleinstes Element.

Definition. Existiert fiir eine nach oben beschrankte Menge (bzw. nach
unten beschrinkte Menge) X eine kleinste obere Schranke (bzw. grofite
untere Schranke) « , dann heifit a das Supremum (bzw. Infimum)
von X .

a=supX bzw. a=inf X



Bemerkung. Die Menge X = {qg € Q : ¢* <2} C Q ist nach oben
beschrankt, besitzt aber in Q kein Supremum (wohl aber in R, nédmlich

V2).

Satz. R, die Menge der reellen Zahlen, hat folgende fundamentale Eigen-
schaft : jede nach oben beschriankte Teilmenge hat ein Supremum (und
jede nach unten beschrinkte Teilmenge hat ein Infimum).

Bemerkung. Sei X CR , a=supX und e > 0. Dann existiert ein
r1€X mit a—es <z .

Sei X CR , b=inf X und e > 0. Dann existiert ein o € X mit
To < b+e.

(Beweis als Ubung !)

Die Norm und Metrik in R.
Die "Norm” (siehe spéter) in R ist der Absolutbetrag.

2] = r fallsx >0
| —x fallsz <0

Dies ist der Abstand von x zum Ursprung. Folgende einfach zu beweisende
Rechengesetze sind erfiillt :

x| >0 YaxeR | |zx|=Va?
oyl = lallyl , [2 =1

|z +y| <|z|+|y| ... Dreiecksungleichung
lr| <a & —a<x<a , wobei a>0

|z| >a & x>a oder x < —a , wobei a >0

Beispiel.

r—2|/<4 & —4<zr-2<4 & —2<z<6



Mittels der Norm (Absolutbetrag) kann in R (und allen Teilmengen von
R) ein Abstandsbegriff (Metrik) eingefiihrt werden.

Wir setzen d(z,y) = |z —y| fir z,y €eR.

Dann sind offenbar folgende Eigenschaften erfiillt :
(M1) d(z,y) >0 , dlz,y)=0 & =y
(M2) d(z,y) = d(y, )
(M3) d(x,z) <d(x,y)+d(y,z) ... Dreiecksungleichung

Beweis. (M1) und (M2) sind offensichtlich.
d(z,2) = |lv =zl = [(x —y) + (y = 2)| < |z =yl + |y — 2| = d(z, y) + d(y, 2)

Bemerkung. Ist X irgendeine Menge und d : X x X — R eine
Abbildung, welche die Eigenschaften (M1) - (M3) erfiillt, dann heiit d
eine Metrik auf X und das Paar (X,d) heiit metrischer Raum.

Mit dem obigen ist R also ein metrischer Raum.

Ist (X,d) ein beliebiger metrischer Raum, xyp € X und ¢ > 0, dann
heifit K(zg,e) ={zr € X : d(xp,z) < e} die offene e-Kugel um x( mit
Radius e.

(B(zg,e) ={z € X : d(zp,x) < e} heiit die abgeschlossene ¢-Kugel
um o mit Radius ¢)

In R ist damit eine offene e-Kugel um z7 € R nichts anderes als ein
offenes Intervall um x; mit Radius ¢ .

Definition. Sei (X,d) ein metrischer Raum. G C X heifit offene
Menge, wenn zu jedem x € G ein zugehoriges e, > 0 existiert mit
r € K(x,e,) C G . Die leere Menge () ist per definition eine offene
Menge.

In R ist also eine Teilmenge G C R genau dann offen, wenn mit jedem
x € G zugleich ein geeignetes offenes Intervall um x ganz in G liegt.



Definition. Sei (X, d) ein metrischer Raum. A C X heifit abgeschlossene
Menge, wenn X \ A eine offene Menge ist, i.e. zu jedem x ¢ A gibt es
ein zugehoriges e, > 0 sodass K(z,e,)NA=10.

Beispiele. Sei X = R . R und jedes offene Intervall (a,b) ist eine
offene Menge.

Jedes abgeschlossene Intervall [a,b] ist eine abgeschlossene Menge.

Ein halboffenes Intervall [a,b) ist weder offen noch abgeschlossen.

Aufgabe. Sei (X,d) ein metrischer Raum. Man zeige :

(a) Der endliche (!) Durchschnitt von offenen Mengen ist wieder eine
offene Menge, die beliebige Vereinigung von offenen Mengen ist wieder eine
offene Menge.

(a) Die endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen ist wieder
eine abgeschlossene Menge, der beliebige Durchschnitt von abgeschlossenen
Mengen ist wieder eine abgeschlossene Menge.

Eine sehr wichtige Klasse von Teilmengen in der Analysis wird von den
kompakten Teilmengen gebildet.

Definition. C' C R heifit kompakt wenn C' beschrankt und abgeschlossen
ist.

Beispiele. Ein abgeschlossenes Intervall [a,b] ist kompakt. R ist nicht
kompakt (weil nicht beschriankt). Ein offenes Intervall (a,b) ist nicht
kompakt (weil nicht abgeschlossen).

Rechnen mit Ungleichungen und Betragen.

1) Man bestimme alle x € R , welche der Ungleichung ﬁ%x;z >0
gentgen.



Die Ungleichung ist fir x € R, x #5 erklart.

Fall1: »x—5>0,ie. x>5

Bei Multiplikation mit = —5 andert sich das Ungleichheitszeichen nicht.
Damit 2> —3r+2=(z—-1)(z—2)>0 =

(x—1>0 und x—2>0) oder (xr—1<0 und z—2<0) =

r>2 oder z<1.

Damit erhalten wir als erste Teillosung L = (5, 00) .

Fall 2: z—5<0,ie <5

Bei Multiplikation mit = — 5 andert sich nun das Ungleichheitszeichen.
Damit 2> -3z +2=(z—-1)(z—2) <0 =

(x—1>0 und x—2<0) oder (x—1<0 und z—2>0) =
1<z <2,

Damit erhalten wir als zweite Teillosung Lo = [1,2] .

Die Gesamtlosung ist dann L =1; ULy = [1,2] U (5,00) .

2) Man bestimme alle = € R, welche der Ungleichung
|z — 1| + | + 2| < 4 geniigen.

z—1] = r—1 falls x—1>0, ie x>1
|l —(z—1) falls 2—1<0, ie. <1

742 = r+2 falls 4+2>0, ie x> -2
|l —(z+2) falls z4+2<0, ie < —2

Somit miussen wir 3 Falle unterscheiden.

Fall1: z < -2
—(z—1)—(x+2)<4 bzw. —2x<5 bzw. x> -—

Nt



Damit ist die erste Teillosung Ly = {z : —2 <z < —2}.

Fall2: —2<zx<1
—(z—1)+(x+2) <4 bzw. 3<4 ...istrichtig Vx

Damit ist die zweite Teillosung Lo = {2 : -2 <z < 1} .
Fall 3: =>1

(x—=1)+(x+2) <4 bzw. 20<3 bzw. xgg

Damit ist die dritte Teillssung Ly = {z : 1 <z <3} .

Die Gesamtlosung ist folglich L=1L; ULy, ULy ={z : —



