Die vollstandige Induktion

Die vollstédndige Induktion ist ein Beweisverfahren fiir Aussagen A(n) ,
welche von einer natiirlichen Zahl n abhangen, z.B.

A(n) : 1+2+3+...:@ fir n>1

Prinzip der vollstandigen Induktion :

e Induktionsanfang : Die Aussage A(n) ist wahr fiir einen Anfangswert
n=mngy (sehr oft n=1)
e Induktionsvoraussetzung : A(n) sei wahr (n > ng)

(oder :  A(k) sei wahr fiir ng <k <mn)
e Induktionsbehauptung : A(n+ 1) ist wahr.

e Induktionsbeweis : Gelingt es allgemein zu beweisen, dass aus der
Giltigkeit der Induktionsvoraussetzung die Induktionsbehauptung folgt,
dann ist A(n) fiir alle n > ny erfillt.

Beispiel. Man beweise, dass Y k=1+2+...+n= ntl) - fiir alle

2
k=1

n € N gilt.

Hier ist A(n) : Zkzl—l—Q-l—...—l—n:@ und damit
k=1

n+1

An+1) : Y k= w (ersetze n durch n+ 1)
k=1

e Induktionsanfang : n=1

1
Linke Seite > k=1 , Rechte Seite 172 =1 , also richtig.
k=1

n(n+1)
2

n
e Induktionsvoraussetzung : > k=
k=1

1



il (n+1)(n+2)

e Induktionsbehauptung : > k= 5
k=1

n+1 n
e Induktionsbeweis : > k=> k+(n+1)=
k=1 k=1

_ n(n2—|—1) + (n + 1) _ (n—|—1)2(n+2) .

Damit ist der Beweis gefiihrt.

Beispiel. (Bernoulli-Ungleichung)
(1+2)">14nz fir x>—-1,2#0 und n>2.

Fir n =2 ist die Ungleichung wegen (1+2)? =1+ 2x + 22 > 1+ 2x
erfillt.

Gelte also (1 +2)" > 1+ nx .

Die Induktionsbehauptung ist dann (14 z)"™ > 1+ (n+ 1)z .
1+2)"'=042)"(1+z)> (1 +nz)(l+z)=1+nz+z+nz’>
>14+(n+1)r weil 14+2>0, na?>0.

Bemerkung. Setzen wir y =1+ x , dann erhalten wir

y">1+n(y—1) fir y >0 und n>2.

Beispiel. Man beweise, dass 2" >n? fiir n>5.

Fir n =5 ist die Ungleichung wegen 32 > 25 erfiillt.
Gelte 2" > n? . Zu zeigen ist dann 2"t > (n +1)% .
20l =2.2" > %> (n+1) =n*+2n+1.

Dies ist richtig, weil (n —1)? > 2 ist und damit

n?—2n+1>2,n2>2n+1 und 2n° >n’+2n+1.



Beispiel. Man beweise den binomischen Lehrsatz

(a+b)" =3 ()a"*ok |

Dabei ist der Binomialkoeffizient (}) ("n iiber &”) erklart durch

und n!l=1-2-...-n sowie 0! =1.

(o) =1, () =(") und

ny __ n __ n(n—1)...(n—k+1)
(b) = Mk !

Man rechnet leicht nach, dass (Z)
n n n+1 :

() + G4) = () ist.

Fir n =1 ist die linke Seite (a +b)! = a + b, und die rechte Seite ist

1
S (a vt =a+b.
k=0

Gelte also (a+b)" = > (7)a"™ *b* . Dann ist zu zeigen, dass

k
k=0
n+l __ s n+1\ n+l1-k1k
(@ +b)" = kZ:O ( . )a b* .

(a+b)"" = (a+b)"(a+b) = ( kzzo (M) a"FB¥) (a + b) =

= 3 (T)am R+ Zn: (M) ankpr
k=0 k=0
Nun ist Zn: (D) a" Mok = gt 4 zn: (})a" *1p¥ und
k=0 k=1

(durch die Setzung k* =k + 1 und spéaterer Umbenennung k* = k)

n n+1 n
3 (et = () = 3 (o e

Damit ist (a + b)"*' = o™ + kz_jl () + (,"))aFipk + bttt =

1
= (ngl)anﬂ + é (n;rl) vk Hipk (:ﬁ) prtl — :zijo (nZI) Gk



