Komplexe Zahlen

Da fiir jede reelle Zahl x € R gilt dass 2% > 0, besitzt die Gleichung
224+ 1 =0 keine Losung in R bzw. das Polynom P(z) = 2?+1 besitzt
in R (!) keine Nullstelle.

Dies fiihrt zur Frage, ob es moglich ist, den Korper R in geeigneter Weise
zu einem Korper C zu erweitern, sodafl die Gleichung 2> +1 =0 in C
losbar ist.

Wir betrachten nun R? = {(a,b) : a,b € R} , die Menge der geordneten
Paare reeller Zahlen, die man sich anschaulich als Ebene vorstellen kann.
Klarerweise gilt (a,b) = (¢,d) < a=cundb=4d.

Als nichstes definieren wir 2 Operationen auf R? und bezeichnen R? mit
diesen beiden Operationen als C .

(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) (Addition)
(a,b) - (¢,d) = (ac — bd,ad + bc)  (Multiplikation)

Bemerkungen. (i) Man zeigt leicht, dass C mit diesen beiden Opera-
tionen ein Korper ist.

(ii) Insbesondere ist das Nullelement bzgl. der Addition das Paar (0,0) .
Das inverse Element von (a,b) bzgl. der Addition ist (—a, —b) .

(iii) Das Einselement bzgl. der Multiplikation ist (1,0) . Das inverse

Element von (a,b) # (0,0) bzgl. der Multiplikation ist (253, —QQ:’LbQ) :

(iv) Man beachte weiters, dass (0,1)-(0,1) = (—1,0) ist.

(v) Auf C kann keine Ordnungsrelation ”<” erklirt werden, die in
"erwiinschter Weise” mit der Addition und der Multiplikation vertraglich
ist (wie es etwa bei R der Fall ist).

Wir betrachten nun die Teilmenge {(a,0) : a € R} C C . Wegen
(a,0)+(¢,0) = (a+¢,0) und (a,0)-(¢,0) = (ac,0) kann diese Teilmenge
mit R ”identifiziert” werden.



Im besonderen konnen durch a < (a,0) reelle und komplexe Zahlen
addiert und multipliziert werden: a+ (¢, d) < (a,0) + (¢,d) = (a + ¢,d)
und a- (¢,d) < (a,0) - (¢,d) = (ac,ad) .

Eine komplexe Zahl (a,b) wird oft mit z bezeichnet. Fiihrt man fiir die
komplexe Zahl (0,1) das Symbol i ein, dann kann man schreiben

z=(a,b) = (a,0) + (0,0) =a-(1,0)+0b-(0,1)=a-1+b-i=a+1ib.
Fir z=a+ib heift a der Realteil von z , und b der Imaginarteil

von z ,a=Re z und b =1Im 2z . Man beachte dass Re 2z, Im 2z € R .

Wie zuvor hingewiesen, gilt dann 2 = —1 bzw. i =+/—1 .

Addition und Multiplikation schreiben sich mit dieser Darstellung
o (a+ib)x(c+id)=(atc)+i(bLtd)
e (a+1ib)-(c+id) = (ac —bd) +i(ad — bec)

o Hii=(a+ib) - (crid)™ = (a+ib) (7 +izp) = EE + i35

(fiir (¢,d) # (0,0))

Definition. Zu z = a+ 11 heift Z = a —ib die zu z konjugiert
komplexe Zahl. Geometrisch entspricht dies einer Spiegelung an der z-
Achse.

Bemerkungen.

(i) Fir z=a+1ib ist a=Rez=22 und b=1Im 2z = 5= .

i) @)=z, (1+n)=m+%5

(111) (Zl : Zg) = Z1°

Definition. |z| = v2Z = Va? 4+ b? heiit der Betrag von z = a + ib .

Bemerkungen.

(i) Geometrisch betrachtet ist die (reelle) Zahl |z| der Abstand von =z



zum Ursprung.

(i) [2[=20, [¢]=0 & 2=0, 2zeR = [zlc = |z|r

i) |21 - 2] = [2] - [20] 2= (22 #£0)

(
(iv) [Re z[ <[z], [Im 2| < [2], |2 = [7]
(

v) |21+ 29| < |z1| +|22]  (Dreiecksungleichung)

Beweis. zu (v) : Man iiberlege sich zuerst, dass

Re (21 -%2) < [Re (21 - 22)| < |21 - 22| = |21] - |22] -

1+ 2P =(z1+2) F+%H) =217 +21 R+ A+ 5=
=2 T+ Ttz ;mt2-Tm= P+ 2Re (21 ;) + |2 <

< |z1]? 4+ 2|z - |22] + |22)* = (Jz1] + |22])?

Daraus folgt dann |z + 23] < |21| + |22 . O

Der Betrag einer komplexen Zahl erfiillt die Eigenschaften einer Norm,
und daraus kann durch d(z,w) = |z — w| ein Abstandsbegriff (Metrik)
gewonnen werden.

C ist dadurch ein metrischer Raum, und dies wiederum ermdoglicht die
Definition von konvergenten Folgen und Reihen in C . Man beachte dabei,
dass eine e-Kugel um einen Punkt zy, K(29,6) = {2z € C : |z0—z| < &}
, eine Kreisscheibe um z; mit Radius ¢ ist.

Eine Folge (z,) komplexer Zahlen heifit konvergent gegen z € C , wenn
|zp, — 2| < e fiir fast alle n € N gilt.

Geometrisch bedeutet dies, dass fast alle Folgenglieder in einer Kreisscheibe
mit Radius ¢ um den Mittelpunkt 2z liegen.

Man beachte, dass sich zahlreiche Aussagen iiber reelle Reihen (wie etwa
Wurzelkriterium und Quotientenkriterium) in geeigneter Weise auch auf
komplexe Reihen iibertragen lassen.

©.¢)
Im besonderen liit sich fiir komplexe Potenzreihen >~ an(z — 29)* in
k=0



gleicher Weise ein Konvergenzradius definieren. Der Konvergenzbereich
ist dann hier i.a. eine offene Kreisscheibe um den Entwicklungspunkt zj .
Beziiglich Folgen komplexer Zahlen sei erwahnt

Satz. Sei (z,) eine Folge mit z, =z, + iy, und z =z + iy . Dann
gilt zp—2 & x,—2x und y, — vy .

Beweis.
7=7: Sel € >0. Dann gilt |z, — 2| < e fur fast alle n , und damit
auch |z, — x| =|Re (2, — 2)| < |2, — 2] <€ und

lyn — y| = |Im (2, — 2)| < |z, — 2| < e fiir fast alle n .

2
fiir fast alle n . Folglich ist |z, — z| = \/(Slin —x)*+ (Y —y)? =

7«7 . Sei € > 0. Dann gilt \xn—x|<\% und |y, —y| <

S
V2
VIgn =22+ yn —yP < /5 +5 =¢ fiirfast allen . O

Wie schon gesagt, konnen wir uns die komplexen Zahlen als Elemente
des R? vorstellen, weshalb man auch von der komplexen Zahlenebene
spricht.

Dies fiihrt auch zu einer weiteren Darstellungsmoglichkeit, der
trigonometrischen Darstellung .

Sei z=x+iy#0. Mit r=|2| und x =rcosp und y =rsiny ergibt
sich z = rcosp 4 irsinp = r(cosp + isiny) , wobei 0 < ¢ <27 und
tanp = £ fiir o #0 .

Aus Schulkenntnissen iiber die Eigenschaften der Winkelfunktionen kann
dann leicht fiir 2z =r(cosp +isiny) sowie

21 =71(cos 1 +isingr) , 23 = ra(cos @y + isin py)

gezeigt werden:

o 2120 = 1r1ra(cos(pr + o) +isin(p; + o))

n

o 2" =r"(cos(ny) +isin(ny)) (mittels vollstdndiger Induktion)
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o 2= 1(cos(p1 — pa) Fisin(pr — o)) (fiir 25 #0)

o /2= \"/?(cos(%%) + z’sin(%%”)) k=0,1,...m—1

Bemerkungen. Man beachte, dass sich bei der Multiplikation (bzw.
Division) von zwei komplexen Zahlen die Winkel addieren (bzw. sub-
trahieren).

Des weiteren besitzt eine komplexe Zahl z # 0 n verschiedene Wurzeln.

Beispiel. Man bestimme N

Fir z=1 gilt r=1 und ¢ =7% . Zudem ist hier n=3 .

5+2km 51 3

,also w1 =%, p2 =%, p3="7 .

Fir £=0,1,2 ist ¢ =

Damit ist (mit /7 = V1= 1)

wi = cos § +sin§ = f+%
wz—cos—+sm%”: \erz—
wg—cos—+sm3§:—z’



