Ableitung und Mittelwertsatze

Definition. Sei [ CR ein Intervall und f:7 — R .

1) f heiit differenzierbar an 1z € I , wenn der Grenzwert

lim fl@) = fzo) = f'(xo) = lim f(wo+h) = f(zo)

r—x0 T — X h—0 h

existiert.

Ist dabei x( linker bzw. rechter Randpunkt von [ , dann heifit f an x
rechtsseitig bzw. linkseitig differenzierbar .

2) Die so punktweise definierte Funktion f': 7 — R mit D(f") = {zg €
I : 3 f(x0)} heifit Ableitung von f .

Ist [’ stetig auf Xy C D(f’), so heiit f stetig differenzierbar auf
Xo und man schreibt f € C*(Xy) .

3) Die héheren Ableitungen lassen sich rekursiv definieren :

f// _ (f/)/ e f(n) — (f(n—l))/

4) Den Grenzwert des Differenzenquotienten bezeichnet man u.a. auch als

Differentialquotient und man schreibt %(a:o) = f'(xo) .

Elementare Beispiele.

1) Die konstante Funktion f:R — R mit f(z)=a V2 € R ist fir
jedes xy € R differenzierbar und es gilt f'(zr) =0 VzeR.

2) Die Funktion f:R — R mit f(z)=2" Vo €R (n€N) ist auf
ganz R differenzierbar.
Dabei gilt :  f/(z) =na™! VzeR.

3) Die Funktion f:R — R mit f(z) =|z| V2 € R ist auf ganz R
stetig und an xy = 0 nicht differenzierbar.

lim 20O — i 20 — 1 ypd L 2D O = iy 20— g
r r—0+ " r—0- 7 z—0- 7
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An jeder Stelle zy # 0 ist f allerdings differenzierbar.
fl(xg) =1 falls g >0 und f'(zg) =—1 falls 2y <0 .

Satz. f:I — R differenzierbar an zo = [ stetigin =z .

Beweis. Sei (z,) eine Folge aus I mit x, # xy und =z, — ¢ .

Dann gilt f(x,) — f(z0) = L@ (4 —20) — f/(20) (2 —20) — 0. O

In—L0

Bemerkung. Es gibt allerdings stetige Funktionen, die an keinem Punkt
ihres Definitionsbereiches differenzierbar sind.

Das eigentliche ”Wesen” der Differenzierbarkeit einer Funktion besteht
darin, dass die Funktion in einer bestimmten Weise ”linear approx-
imierbar” ist. Dies zeigt sich spater in besonderer Weise bei Funktionen
mehrerer Veranderlicher.

Ist f an =z differenzierbar, dann betrachten wir die durch ¢ = f'(z)
definierte Gerade g(z) = f(xo) + c(x — xp) .

Dann gilt offenbar
f@)—g(x) _ fl@)—f(xo)—c(z—a0)

r—XTo Tr—XTo

— 0 fur x — x9 .

Ist umgekehrt ¢ € R | g(z) = f(zo) 4 ¢z — zo) und gilt =4 _, ¢

Ir—Xo
fir o — xy, dann ist f differenzierbar an xy und es gilt f'(xo) =c .

Definition. f: 1 — R heiflt an xy € I Lipschitz-stetig, wenn eine
Umgebung U(zy) von =z und eine Konstante M existiert, sodass

|f(z) — f(xo)| < M|z — 29| YaeU(xg)NT.

Man sagt auch, f genilige an der Stelle xy einer Lipschitz-Bedingung
und M heiit dann Lipschitz-Konstante .

Satz. Sei f : I — R an xzy differenzierbar. Dann ist f an =z
Lipschitz-stetig.



Beweis. Sei ¢ = f'(xg) . Dann ist die Funktion h(z) = f(m)_f(ﬁ)x_oc(m_xo)
stetig an g .

Zu € =1 gibt es daher eine Umgebung U(xzy) von xzy sodass |h(z)| <1
fir x € U(zp) . Damit ist

|f(z) = flzo)| = [h(@)(z — o) + c(x — z0)| = [(z) + ||z — | <
< (1+|c])|z — x| = M|x —xo| . O

Satz. (Ableitungsregeln)
Es seien f,g:1 — R an xy € [ differenzierbar. Dann gilt

1) f+g sind an z( differenzierbar und
(f £ 9)(z0) = f'(z0) £ ¢'(20)
2) f-g ist an xy differenzierbar und
(f-9)(xg) = fl(x0)g(xo) + f(x0)d' (x9) ... Produktregel

3) Falls g(x¢) # 0, ist 5 an zg differenzierbar und

(g)’(xo) = f/@o)g(f;g(—gjﬁg%)g'(%) ... Quotientenregel
Beweis. (fiir die Produktregel)
f(@n)g(@n)—f(z0)g(z0) —

Tp—T0

Gelte z, — x¢ mit x, # xo . Dann ist

[f (zn)g(zn) = f(2n)g(@0) |+ [f (zn)g(z0) = f(z0)g(x0)] __ f(xn)g(mn)—g(%) + f(@n)—f(w0)

9(@o)
Tn—I0 Tn—T0 Tn—L0

— f(z0)g' (z0) + f'(z0)g(z0) . O

Folgerungen.
i) Ein Polynom P(x) = Y az2* ist an jedem x € R differenzierbar und
k=0

es gilt P'(z) = > kapz® ! .
f=1



Da die Ableitung eines Polynoms wieder ein Polynom ist, ist somit ein
Polynom beliebig oft differenzierbar.

ii) Eine rationale Funktion, also der Quotient zweier Polynome, ist auf
ihrem Definitionsbereich differenzierbar.

Nun betrachten wir zusammengesetzte Funktionen.

Satz. (Kettenregel)

Sei h =go f auf I definiert. Ist f an =z differenzierbar und ¢ an
yo = f(xp) differenzierbar, dann ist h = go f an xy differenzierbar und
es gilt

h'(zo) = (g o f)(z0) = ¢'(y0) f'(x0) bzw.

£ (ay) = D) = S4() 2 o)

Beweis. Sei x, — xg mit x, # z¢ .

Falll1: 36 >0 mit f(x)# f(xg) firalle x € K(xog,0)NI |, x # x .

Dann st 2@)=hlzo) _ o) =9 (o) | fen)=F(wo) _ glum)=gln) . fn)-Slao) _,

Tp—2 f(zn)—f (o) Tpn—20 Yn—Y0 Tp—2T0

9 (yo) f' (o) -

Fall 2 : Es gibt eine Folge (z,) aus [ mit z, — x¢y , T, # x¢ und
f(z,) = f(zo) . Dann gilt allerdings f'(zq) =0 .

(x,) zerfillt dann moglicherweise in zwei Teilfolgen (z) und (z]) mit
fay) = fzo) und f(a;) # f(zo) -

hlal)=hao) _ g @l)-9(f(m) _ o _, g
T —xo T —xo

W) ko) — g ten)) ol o)) Sl 1Go) _ or( () /() = g/ (f(0))-0 = O

Tp—To f(@)—f(xo) Ty —To

Also ist h'(zg) =0. O

Beispiel. Sei h(z) =e* . Dann kann h als zusammengesetzte Funktion
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h =go f geschrieben werden mit f(z) =2° und g¢(y) =¢€Y .

Es sei bekannt (siehe spéter) dass (e¥)’ = e¥ . Dann ist

2

W (20) = 0 W)y sa) £/ (@) gy, = € - 20 = 276"

Satz. (Ableitung der Umkehrfunktion)

Sei f:I — R stetig auf dem offenen Intervall I , dort streng monoton
und an xy € I differenzierbar.

Gilt f'(zg) # 0, dann ist die Umkehrfunktion f~! an der Stelle yy =
f(xg) differenzierbar und es gilt

(f_l)/(yo) = f'(lggo) :

Beweis. Sei (y,) eine Folge aus D(f™!) mit y, # yo und y, — yo -
Dann existiert eine Folge (z,) mit f(z,) =y, und x, #z9 Vn.

Wegen der Stetigkeit von f~! (siche vorher) gilt
Tn = [ yn) = fH(y0) = 20 -

W e €719 ol A () R P S 1 1
Pamit == =™ = T 7o) = TEgmm T -
Beispiel.
f(xr) = 2 ist stetig und streng monoton wachsend auf (0,00) . Die

Umkehrfunktion f~1 ist durch f~!(y) = +4/Y gegeben.

Ist yo =3, dannist (7)) (%) = sy = 255 = 257 -

Wir befassen uns nun mit den Ableitungen der elementaren Funktionen.

1) Logarithmus

Sei x >0 fest und z, — x mit x, >0 . Setze h, =z, —x . Dann gilt
h, — 0 und

log,(x,)—logyx _ logy(x+h,)—logyz 1 hpy 1
. == b= = - logy(1472)

Ty —X hn, T

logy(1+22)in — Llog,e
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Also  (logyz) = tlogye (x> 0)
Im speziellen, fir b= e , erhalten wir (Inz) = % ,x>0.

Man beachte auch, dass (In|z])) =1 VzeR\{0}.

2) Exponentialfunktion

Fir y=¢€" ist z =Iny die Umkehrfunktion. Daher ist wegen vorher

y/(l') = ' (y) — % =Y = e’ . AISO (893)/ = et .

rlnb

gilt wegen der Kettenregel
(b7) = (%) = Inbe® > = b"Inb . Also (b*) =b"Inb, 2 €R..

Fir y=0"=c¢e

3) Potenzfunktion
Wegen z¢ = e folgt mit der Kettenregel

(2%) = (erlnr) = eale — 4g0 ynd damit () = az® ', (2 >0) .

4) Hyperbolische Funktionen

Mit Hilfe der Differentiationsregeln iiber zusammengesetzte Funktionen er-
halten wir

(sinhz)" = coshx , (coshz) =sinhz , (tanhz) = (cosllm)2 und
(COthI’)/ = —m , T 7é 0.

Mit dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion erhalten wir

(arsinhz) = \/%7 , (arcoshz)’ = \/x+7_1 , (artanhz) = 1 (Jz| < 1),

(arcothz) = L (|z| > 1) .



4) Trigonometrische Funktionen
Satz. Fir xr e R gilt
(sinz) =cosx , (cosx) = —sinz , (tanx) = ﬁ (x # (2k+1)3) ,

(cotr) = ——1v (z # kn)

(sinz)?

Beweis. (fiir sinx)

Subtraktion der Additionstheoreme sin(z1+xs) = sin x1 cos xo4cos x1 sin xo
und sin(z; — x9) = sinxy cosxg — cosxysinxy  liefert

sin(zy + x2) — sin(zy — x9) = 2cosxy sinxsy .

Mit 1 =z + % und zo = % ergibt sich

o] >

sin(z + h) —sina = 2cos(z + ) sin 2 , also w = cos(x + %)Siz
2

Fiir h — 0 erhalten wir (sinz) = lim Snethl=sne

h—0 h
. A Sin % . AN 1:. Sin %
9)" & = b} [ .
lim ( cos(z + 3) lim cos(z + ) lim COS T
h—0 2 h—0 h—0 2

Unter Verwendung des Satzes fiir die Ableitung der Umkehrabbildung er-
halten wir

(arcsinz)’ = \/11_7 (Jx| < 1), (arccosz) = —\/11_7 (|z] < 1)

(arctanz) = 5 (z € R), (arccotz) = —7 (r € R) .

Die Ableitung f'(zy) kann offenbar auch als Steigungsmafl des Graphen
einer Funktion f(x) an der Stelle z, aufgefaBlt werden. Deshalb liegt
es nahe, dass in einem Extremalpunkt (Maximum oder Minimum) die
Ableitung f’ den Wert Null annimmt.

Satz. (Fermat)

Sei f:[a,b] = R an z( € (a,b) differenzierbar. Hat f an der Stelle x



ein lokales Maximum oder Minimum, gilt notwendigerweise f'(zq) =0 .

Beweis. (fiir ein lokales Maximum)

1
=

Betrachte Folgen (z,) und (z}) mit z, = ¢+ < bzw. ), =z¢—

Hat f an x( ein lokales Maximum, dann gilt

F/(wo) = lim LB I < pyw () = lim L)l >

1 el
n—0o0 n—o0 “n

S

Damit ist f'(zg) =0. O

Satz. (Satz von Rolle)

Sei f :[a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b) und es gelte
fla) = f(b) .

Dann gibt es (mindestens) eine Stelle ¢ € (a,b) mit f/(§) =0 .
Beweis. Der Fall einer konstanten Funktion ist trivial. Sei also f nicht
konstant. Weil f stetig und [a,b] kompakt ist, gibt es ein Maximum

und ein Minimum, wobei eines der beiden von f(a) (und damit auch von
f(b) ) verschieden sein mufl. Sei ¢ € (a,b) diese Stelle.

Nach dem Kriterium von Fermat ist dann f'(§) =0. O

Der Satz von Rolle kann nun verallgemeinert werden zum wichtigen

Satz. (1. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Sei f:[a,b] = R stetig und differenzierbar auf (a,b) . Dann gibt es eine
Stelle £ € (a,b) mit

f(b) — f(a)

1)

(Dies bedeutet: Der Graph von f hat an der Stelle ¢ eine Tangente, die
parallel zur Sekante durch (a, f(a)) und (b, f(b)) ist.)

Beweis.

Betrachte die Hilfsfunktion F(z)= f(x)— f(a) — W(x —a) .
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Dann ist F(x) stetig auf [a,b] und auf (a,b) differenzierbar und es gilt

F(a) = F(b) =0 . Nach dem Satz von Rolle 3¢ € (a,b) mit F'(§) =0,
fb)=fla) _

dh. aber f(&) - {WAW o O

Folgerungen. Sei f:[a,b] — R stetig und differenzierbar auf (a,b) .

1) f(x)=0 Vaze(ab) = f ist konstant.

Beweis. Wende den 1. MWS auf f im Intervall [a,x] mit a <z <b
an. L[]

2) fl(z)=4'(x) Yze(ab) = f[f(x)=g(x)+ const.
Beweis. Folgt aus 1) mit F(z) = f(z) —g(z) . O

3) i) fl(x)>0 Vaze€(a,b) = [ iststreng monoton wachsend,
i) f(x) <0 VYaz€(a,b) = [ ist streng monoton fallend.
Beweis.

Fir i) : Gelte f'(z) >0 Vz € (a,b) undsei a < a3 < 29 < b .
Anwendung des 1. MWS auf f im Intervall [z, xo] liefert :

J€ € (x1,22) mit f(xo) — f(z1) = f/(§)(xa — 1) . Weil f(€) >0 und
xo —xy >0 ist, gilt f(xo) > f(xy) . O

Mit Hilfe des 1. MWS lassen sich zahlreiche interessante und wichtige
Abschétzungen gewinnen.

Beispiel. 1+ 12 <e” < ﬁ fir = € (0,1) .

Anwendung des 1. MWS auf f(t) =€’ in [0,2] liefert % = ¢ mit
0<é<o.

Weil e¢ monoton wichst, gilt 1 = e’ < ef < e und damit

1<l <e baw. 1+z<e’ <, weil z€(0,1).



Beispiel. = <In(l+z) <z fir 2>0.

Anwendung des 1. MWS auf f(¢) =In(1+41¢) in [0,z] liefert

In(l42)-In1 1 .

Weil — monoton fallt, gilt 1> —- > 1 und damit

1+¢€ 1+¢ 1+

1 In(1+z)
142 < T

<1 bzw. 5 <In(l+2z) <z, weil z>0.

Ohne Beweis sei folgende Erweiterung des 1. Mittelwertsatzes erwahnt

Satz. (2. Mittelwertsatz der Differentialrechnung)

Seien f und g stetig auf [a,b] und differenzierbar auf (a,b) . Dann
3¢ € (a,b) sodass

[F(b) = f(a)lg'(€) = [g9(b) — g(a)]F(£) -

Ist ¢'(z) #0 auf (a,b), gilt weiters
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