Extrema, Wendepunkte und
Konvexitat

Das Kriterium von Fermat (wenn ein lokales Extremum an =z vorliegt,
dann mu f'(zg) = 0 sein) liefert lediglich ein notwendiges Kriterium
fiir das Vorliegen eines (lokalen) Extremums. Durch f’(zp) = 0 konnen
folglich die Kandidaten fiir ein lokales Extremum gewonnen werden.

Das Kriterium von Fermat ist allerdings nicht hinreichend, wie das Beispiel
f(x) = 23 zeigt. Es ist zwar f/(0) = 0, aber an der Stelle 2y = 0 liegt
kein lokales Extremum vor.

Satz. Sei f(r) n-mal stetig differenzierbar auf (a,b) . Weiters sei
o € (a,b) und f'(zg) = .. = [0 V() =0, fO)(wp) #0.

e Ist n gerade, dann hat f an 7 ein Extremum, und zwar ein
Minimum, wenn £ (zy) > 0 bzw. ein Maximum, wenn f(zy) <0 .

e Ist n ungerade, dann hat f an xzy kein Extremum.

Beweis.
In einer Umgebung U(zy) von xzy gilt nach dem Satz von Taylor

f(x) =Th1(z,20) + Ruci(x, 20) = f(20) + f(n)(xow(x_xo))(az —x0)" .

n!

Falls n gerade ist, ist stets (x — xg)” > 0 . In einer hinreichend kleinen
Umgebung von x( gilt dann

fO)(xg +9(x —x0)) >0 = f(x) >
F (g +9(x —20)) <0 = f(z) <

(x0) ... Minimum, oder

(xg) ... Maximum .

Falls n ungerade ist, wechselt (z—x()" das Vorzeichen, f™ (zo4+9(z—x0))
aber nicht. Daher liegt in diesem Fall kein Extremum vor. [

Bemerkungen. i) Ist f(z) beliebig oft differenzierbar in einer Umge-
bung U(zy) von zo und f0(z) =0 V n, dann ist keine Aussage
moglich.



ii) Werden Extrema auf [a,b] gesucht, dann kommen lokale Extrema und
Randextrema in Frage.

Beispiel. Betrachte f(:z:):%3+%2—2x+5.

Dann ist f'(x) =2’ +2—2=(x—1)(x+2) und f"(z)=22+1.
) =0 = z1=1, 29 =—2

f'(21)=3>0, f"(x2) =—-3<0 sowie f(z1)=2, f(z)=%.

Also liegt in  Pi(1,%) ein lokales Minimum vor und in P,(—2,%) ein
lokales Maximum.

Beschrianken wir uns auf das Intervall [—6,3] , dann gilt f(—6) = —37
und f(3) =% .

Also liegt im linken Randpunkt ein globales Minimum (bzgl. [—6, 3] ) und
im rechten Randpunkt ein globales Maximum (bzgl. [—6, 3] ) vor.

Defintion. Sei f(x) zweimal stetig differenzierbar auf (a,b) und sei
f'(x) <0 fir =€ (xg—9d,20), f'(x) >0 fiir x € (xg,20+0) oder
f'(x) >0 fir =€ (xog—3d,2z), f'(x) <0 fir =€ (xg,z0+9) .

Dann heifit x, ein Wendepunkt von f(x) .

Bemerkung. Ist f(x) dreimal stetig differenzierbar auf (a,b) , dann
lautet die Bedingung fiir einen Wendepunkt offenbar f”(zy) = 0 und

f" (o) # 0.

Monotone Funktionen besitzen ein spezielles Anderungsverhalten. Dieses
148t sich noch weiter beschreiben, wenn z.B. neben f(z) auch noch f'(z)
monoton ist.

Definition. Sei f: 1 —-R und V A€ (0,1) und xy,29 € I gelte
i) (1= Nz + Azg) < (1= A)fa1) + Af(z2) -
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Dann heifit f(z) konvex auf I (streng konvex, falls 7<”) .

i) f((1 =N+ Azg) > (1= N)f(x1) + Af(xs) .
Dann heifit f(z) konkav auf I (streng konkav, falls 7>") .

Bemerkung. Sei 7 < x5 . Dann durchlauft x(\) = (1 — Nz + Azo
das Intervall (z1,x9) , falls A das Intervall (0,1) durchlauft.

Mit y(A) = (1= X) f(21) + Af(22) = f(21) + A(f(22) — f(z1)) =
= f(x1) + L2 ((0) — 2y) gilt

(x(A),y(N)) durchliuft dabei das Geradenstiick o zwischen P, = (x1, f(x1))
und Po = (x9, f(z2)) .

Falls f(z) konvex ist, liegt der Graph von f(z) in (z1,%2) stets
unterhalb von ¢ . Dann gilt

fl@) < flag) + L2l g — gy

Falls f(z) konkav ist, liegt der Graph von f(x) in (x1,29) stets
oberhalb von ¢ . Dann gilt

fla) > flay) + L2 L0 (g — gy

Satz. Sei f:(a,b) — R differenzierbar.

Wenn f'(z) auf (a,b) wichst (bzw. fillt), dann ist f(z) konvex (bzw.
konkav) auf (a,b) .

(Bei strengem Wachsen bzw. Fallen von f'(x) ist f(x) streng konvex
bzw. streng konkav.)

Beweis. (fiir f’(z) monoton wachsend)

Sei x1 <z, und setze = = (1 — N)z1 + Axo .

Zu zeigen : fiir A € (0,1) ist
(1 =N f(z) +Af(x) = f(z) < (1 = A)f(z1) + Af(22) bzw.
(1 =2) - (f(x) = flx1)) <A (f(22) — f(2))



Nach dem 1. MWS ist
fl) = fla) = f(&)(x —21) , & € (21,2) und
f(z2) = f(z) = f(&)(x2 —2) , & € (z,22)
Also ist zu zeigen (1 — X) f/(&)(z — 1) < Af'(&)(z2 — 2) .
Dies ist aber eine wahre Aussage, weil & < & , [/ monoton wéchst und
(1=XN(x—z1)=Aa2—2) >0
(weil (1—=Nz+ x=x=(1-Nzx1+Azy). O

Satz. Sei f:(a,b) — R zweimal differenzierbar.
i) f"(x) >0 auf (a,b) = f(x) ist konvex.
i) f’(x) <0 auf (a,b) = f(z) ist konkav.

(Gilt f"(x) >0 bzw. f’(x) <0 auf (a,b), dann ist f(z) streng konvex
bzw. streng konkav)

Beweis. (fir i) )

Ist f"(z) > 0 auf (a,b) , dann wéchst f'(x) monoton auf (a,b) . Aus
dem Satz zuvor folgt die Konvexitat. [

Beispiele.

1) f(z)=lz , f'(2)=-%<0 = Inz ist konkav auf (0,00) .
2) f(z)=¢€¢", f"(zr)=€e">0 = ¢ ist konvex auf R.

3) fla)=%+% 2045, f'(a)=220+1 =

f(z) ist konvex fiir x> —3 und konkav fir = < —3 .



