UBUNGSBLATT 2 — DIFFERENZIAL-
UND INTEGRALRECHNUNG, WS 09/10

1. Zweite Dreiecksungleichung: Zeigen Sie fiir alle x € R und y € R:
||z = Jyl| < [z —y]

2. Beziehungen zwischen Binomialkoeffizienten: Es gilt (siche Vorlesung)

o= (e e (2) = g

k=0

Zeigen Sie die folgenden Beziehungen zwischen den Binomialkoeffizienten:

.S eries (™) — n
ymmetrie: | = _

e Summenformeln: Z <k:> =2" und Z ( ) 0

k=0

n—+1 n n
P I’'sche F l: =
e [Pascal’sche Forme <k+ 1) (k) + <k+ 1)

3. Beweis von Summenformeln per Induktion: Man zeige fiir n € N:

1— qn+1
e geometrische Summenformel: Z q" = o

k=0

fir g #1

n(n+1)(2n+1)
Z’fz 5

Zkg { n+1)}

4. Teilbarkeit mittels vollstindiger Induktion: Zeigen Sie fiir alle n € N:

e 7™ — 2™ ist durch 5 teilbar.
e 1171 4+ 12271 igt durch 133 teilbar.

e nP —n ist fiir alle n € N durch p teilbar, sofern p eine Primzahl ist
5. Eine Teleskopsumme: Finden Sie fiir n € N einen geschlossenen Ausdruck fiir
S (1)
P k k+1

und beweisen Sie dessen Richtigkeit durch vollsténdige Induktion. Bestimmen Sie anschlie-
Bend den Wert der Reihe -
— k: k +1)



6. Eigenschaften von Folgen: Klassifizieren Sie die angegeben Folgen (a,), (b,), ...nach
den Kriterien nach oben/unten beschrinkt, (streng) monoton wachsend/fallend, konver-
gent/divergent und bestimmen Sie ggf. den Grenzwert bzw. die Haufungspunkte:

1
(a) Ay = 1 —+ ;
(="
(b) bn = TL2
1
© en= (-1 (14 )
n?+n-—1
d) dp=——"-—
(@) dn 2n? 4+ 3n + 4
(e) en = 3’";;;33 wenn n ungerade
" % wenn n gerade

7. Babylonisches Wurzelziehen: Wir definieren eine rekursive Folge (a,) mittels

a 1
ar =1 und A1 = =
2 an

und eine Folge (b,,) mittels b, = a2.

e Bestimmen Sie die ersten Glieder der Folge (ay,).
e Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion 1 < a,, < 2 fiir alle n € N.

e Zeigen Sie (etwa durch sorgféltiges Betrachten der Differenz b,, — 2) die Ungleichung
b, > 2 fir n > 2.

e Zeigen Sie induktiv b, < 2+ 5 fiir n > 2.
e Sind die Folgen (a,) und (b,) konvergent? Wenn ja, welche Grenzwerte besitzen sie?

8. Die Fibonacci-Folge: Leonardo von Pisa, besser bekannt als Fibonacci, stellte im Jahre
1202 die folgende Aufgabe (zitiert nach H. Heuser, Lehrbuch der Analysis I):

Jemand brachte ein Kaninchenpaar in einen gewissen, allseits von Wénden um-
gebenen Ort, um herauszufinden, wieviel [Paare| aus diesem Paar in einem Jahr
entstehen wiirden. Es sei die Natur der Kaninchen, pro Monat ein neues Paar
hervorzubringen und im zweite Monat nach der Geburt [erstmals] zu gebéren.
[Todesfille jedoch mdgen nicht eintreten. ]

So biologisch fragwiirdig die Aufgabenstellung auch sein mag, fithrt sie doch zu direkt auf
eine der bedeutendesten Folgen {iberhaupt, die Fibonacci-Folge
a1 =ag =1, Ant2 = Gp + apyq flirn € N,

Zeigen Sie, dass die explizite Darstellung

o= () ()

. . . . a
gilt und bestimmen Sie lim ntl
n—0o0 Qp

(Hinweis: Setzen Sie ¢ = 1+—2‘/5 und d = 1_2—\/5 Dann sind z = c und # = d Losungen der
quadratischen Gleichung 22 — z — 1 = 0 und erfiillen daher die Identitit ¢*(c? — ¢ —1) =
d"(d* —d—1).)



