Unendliche Reihen

Wegen der elementaren Eigenschaften der Zahlen ist klar, was unter einer
endlichen Summe von Zahlen a;+as+...4+a; zu verstehen ist. Vorder-
hand ist noch nicht erklart, was unter einer "unendlichen Summe” von
Zahlen zu verstehen ist. Mittels des Begriffes der Folge 1af3t sich nun auch
o0
dem Begriff der "unendlichen Summe” bzw. einer unendlichen Reihe > ay,

k=1
eine exakte Bedeutung geben.

Sei (ap)ren eine Folge (die Folge der Summanden). Wir bilden eine

zugehorige Folge ($p)neny mit s, = > ay .
k=1

s, heit n-te Partialsumme .

Definition. Konvergiert die Folge (s,) der Partialsummen, s,, — s, dann

o
sagt man, dass die unendliche Reihe > aj konvergiert, und schreibt
k=1

o0
s= Y a.
k=1

D.h. Die Summe einer unendlichen Reihe ist der Grenzwert der Folge der
Partialsummen.

Bemerkung. Reihen der Form ) a; konnen durch Umindizierung
k=m
auf die ”Standardform” gebracht werden, und damit hat die Schreibweise

>~ ay ebenfalls eine klare Bedeutung.
k=m

o0

Definition. Eine Reihe ) a; heifit divergent , wenn sie nicht kon-
k=1

vergiert.

o0
Beispiel 1. Y ¢*=14+¢+¢*+... (Geometrische Reihe)
k=0



sp=1+q+q¢*+...+¢" und gs,=q+q¢*+...+q¢"™ . Fiir

g=1 1ist s, =n+1 und damit ist (s,) divergent. Fiir ¢ # 1

1 _qn+1

ist s, = Tl Aus den Eigenschaften der geometrischen Folge

0
folgt, dass fiir |¢| <1 die Reihe konvergiert und es gilt > ¢* = 1%(; :

k=0
Fir |¢| > 1 divergiert die Reihe.
e}
Beispiel 2. z m =5 +55+... (Teleskop-Reihe)
Wegen griyr =y =4 it 5= (1= B+ (= H+ .+ (e~ ) =
=1- % — 1. Also ist die Reihe konvergent.
e}
Beispiel 3. > t=1+31+3+... (Harmonische Reihe)
k=1
ok
Zu k € N betrachten wir o, = >, L1 . Hier gibt es 2~ — 281
m=2k-141

+ st der kleinste Summand. Folglich ist

op > (2F =2k 1)L =1

Summanden und

[\~

1
5 -

DO —

Ist nun n = 2%, dann ist snzl—i—al—l—ag—l—...—l—akZl—i—%.

Damit ist (s,) keine beschrankte Folge, kann also nicht konvergent sein,
0
und folglich ist die harmonische Reihe > + divergent .

k
k=1

0.9]
Beispiel 4. > L =1+1+1+...
k=1

Setze ¢; =1 und ¢, = m fur k> 2. Dann gilt # < ¢, YV k und weil
cr konvergent ist (siehe Beispiel 2.), folgt mit dem Vergleichskriterium

k=1

(0]
(siehe spiter), dass > ;> konvergent ist.
k=1



Aus bereits erwahnten Aussagen iiber Folgen ergibt sich sofort

0 o0
Satz. Seien > a;p und ) by konvergent sowie «,5 € R .
k=1 k=1

Dann ist > (aap + Bbr) ebenfalls konvergent und es gilt

=1
> (aap + Bby) =a Yy ap+ B8 by .
Beispiel. (Wir setzen als bekannt voraus, dass e* = ) ”,i—],c )
k=0
SR =53 A1) -5 % A1) =36l sl
k=0 k=0 k=0
Fir eine Reihe >  ap heiBt s,, = >, a mit n > m > 0 ein
k=1 k=m+1
Teilstiick der Reihe.
rn = Y. aj heifit ein Endstiick der Reihe bzw. ein Reihenrest.
k=n+1

(0.¢]
Weil s, = S — S, ist die Reihe ) a; genau dann konvergent wenn

k=1
n
Ve>0 3N, sodass |[spn|=]| >, ar] <e fir n>m> N, .
k=m+1
Ist speziell n = m + 1, dann ist |spmt1| = |amy1| . Dies liefert ein

notwendiges Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe :

> ar konvergent = (ay) ist eine Nullfolge.
k=1
Sei > ar = s konvergent. Wegen s — s, = r, , mufl die Folge der

k=1
Reihenreste (r,,) eine Nullfolge sein, d.h. der ”Reihenrest kann beliebig
klein gemacht werden”.



Offenbar andert sich das Konvergenzverhalten einer Reihe nicht, wenn
endlich viele Summanden weggelassen, hinzugefiigt oder abgeandert wer-
den.

Definitiion. Die Reihe ) a; heifit absolut konvergent, wenn > |ag|
k=1 k=1
konvergiert.

(0.9]

> a heiBt bedingt konvergent, wenn die Reihe konvergiert, aber nicht
k=1

absolut konvergent ist.

Bemerkungen. (i) Hat eine reelle Reihe nur positive Summanden, dann
sind Konvergenz und absolute Konvergenz gleichbedeutend.

n n
(i) Wegen [smn| =1 D> ax] < > J|ag| folgt aus der absoluten
k=m+1 k=m+1
Konvergenz auch die Konvergenz der Reihe.

Beispiel. ]; (—1)F+1+ ist konvergent (siehe spéter) aber nicht absolut

konvergent.

Satz. (Vergleichskriterium) Sei ) a; gegeben.
k=1

1) Gilt |ag| < ¢ fir fast alle £ undist > ¢ konvergent, dannist > ay
k=1 k=1

o0
absolut konvergent. (> ¢; heifit dann eine konvergente Majorante von
N k=1
> ar )
k=1

2) Gilt |ag| > dp > 0 fiir fast alle k& und ist ) dj divergent, dann

k=1
00

o0
ist > |ag| divergent. (> dj heifit dann eine divergente Minorante von
k=1 k=1

S Jax] )
k=1



n n
Beweis. 1) folgt aus > |ax| < >0 o .
k=m+1 k=m+1
o0

zu 2) @ Waire Z lax| konvergent, dann wegen 1) auch >  dj , ein

k=1
Widerspruch. D
Beispiele.
o0
1) Betrachte Y. (—1)"2; . Wegen |aj| = 12 < 5-5; ist die geometrische
k=1

Reihe 5 Z ( ) eine konvergente Majorante, also ist die gegebene Reihe

absolut konvergent

S~ L+VE VE
2) Betrachte ];1 Lvk Wegen ap = |a| = 5% > 1 | ist die harmonis-
(0 ¢)
che Reihe >’ % eine divergente Minorante, also ist die gegebene Reihe
k=1

divergent.
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3) Betrachte ) 7. Wegen |ax| = &t = 55 = 72 -

0.}

ist 2> k—12 eine konvergente Majorante der gegebenen Reihe, welche somit
k=1

konvergiert.

Bemerkung. Bei zahlreichen reellen Reihen sind die einzelnen Rei-
henglieder > 0 . In diesem Fall ist die Folge der Partialsummen monoton
steigend.

Somit konvergiert eine derartige Reihe »° aj genau dann, wenn die Folge
k=1
(s,) der Partialsummen (nach oben) beschréinkt ist.

Ohne Beweis sei ein weiteres Ergebnis angefiihrt.

Satz. (Verdichtungssatz von Cauchy)



Sei > ap gegeben, wobei a; > 0 V k und die Folge (a;) monoton

k=1
fallend ist.

(0. ¢] (0. ¢]
Dann ist Y a; konvergent genau dann, wenn Y. 2¥ay konvergiert.
k=1 k=0

o0
Beispiel. Betrachte > .- .
k=1

Fir o <0 bilden die Reihenglieder keine Nullfolge, daher ist in diesem
Fall die Reihe divergent.

Fir a > 0 bilden die Reihenglieder eine monoton fallende Nullfolge, sodass
der Verdichtungssatz anwendbar ist, d.h. wir betrachten die Reihe

> 2ag = 3 e = 3 (2178
k=0 k=0 k=0

Dies ist aber eine geometrische Reihe, die nur fiir 2!7* < 1 konvergiert.

Also konvergiert die Reihe > kia nur fir « > 1. Im besonderen kon-

k=1
oo
vergiert damit etwa die Reihe ) ﬁ% . O
k=1

Ein weiteres wichtiges Kriterium sei ebenfalls ohne Beweis angefiihrt.

Satz. (Grenzwertkriterium)

ak

Seien (aj) und (by) Folgen positiver reeller Zahlen. Gilt klim # =1 mit
—00

0 o0

0 <l < oo, dann sind die beiden Reihen > a; und > by entweder
k=1 k=1

beide konvergent oder beide divergent.

o0
Beispiel. Betrachte ) a; mit aj = K22k+5 \Wihle b = & .

=, KT—3k2 42k 2
R L R
Dann gilt e = Tamrar 1 und somit ist > a; konvergent.

k=2



Im folgenden werden zwei wichtige Kriterien fiir die absolute Konvergenz
o0
einer Reihe ) a; diskutiert, ndmlich das Wurzelkriterium und das Quo-

k=1
tientenkriterium.

Satz. (Wurzelkriterium)

o0
1) 3geR mit 0<¢g<1 und /|ar| < q fir fast alle & = > a; ist
k=1
absolut konvergent.

2) Gilt </|ag| > 1 fiir unendlich viele k , dann ist > a; divergent.
k=1

3) Gilt weder 1) noch 2), dann ist (vorderhand) keine Aussage mdoglich.

Bewelis.

zu 1) : Esgilt |ay| < ¢ fiir fast alle &, und damit ist die geometrische

(0.9]
Reihe Y ¢ wegen ¢ <1 eine konvergente Majorante.
k=1

zu 2) . Gilt {/|ag| > 1 fiir unendlich viele k , dann kann (aj) keine
Nullfolge sein, also ist die Reihe divergent.

zu 3) : Die Reihen Z = und Z 7 erfiillen weder 1) noch 2), jedoch

ist die erste Reihe konvergent und dle zweite Reihe divergent. [

Satz. (Quotientenkriterium)

1) 3¢geR mit 0<¢g<1 und [%2|<q fiirfastalle & = > ap ist
k=1
absolut konvergent.

2) Gilt |[%2] > 1 fiir fast alle &, dannist >~ a; divergent.
k=1

3) Gilt weder 1) noch 2), dann ist (vorderhand) keine Aussage mdoglich.

Bewelis.

zu 1) : Es gelte |[%2| <¢ <1 fir k> N . Dannist fir k>N



jar| = |z 1= 12 Jav] < " Flan] = |5¥lq" = cd®

Wiederum ist die geometrische Reihe ¢ Z ¢* eine konvergente Majorante.
k=1

za 2) : Gilt [ > 1 fiir fast alle &, dann kann (ay) keine Nullfolge
sein, also ist die Reihe divergent.

zu 3) : Die Reihen Z = und Z 7 erfiillen weder 1) noch 2), jedoch
ist die erste Reihe konvergent und d1e zweite Reihe divergent. [J

Wichtige Bemerkung. Ist die Folge ({/|ag|) (bzw. (|%£])) im

aj,
besonderen konvergent (was ja nicht immer der Fall sein muf}), also etwa

Vl0ar| =g (bzw. [%2| — ¢), dann liegt fiir ¢ <1 absolute Konvergenz
vor, fiir ¢ > 1 Divergenz, und fiir ¢ =1 ist keine Aussage moglich.

Beispiele.

(a) Betrachte >~ k*¢ ™% . Dannist |az| = ’;—: und
k=1
Ylag] = 1(VEk)* — 1 < 1. Also ist die Reihe absolut konvergent.

e

(b) Fiir welche x € R ist die Reihe Z (k'),:ck’ konvergent?

= (2k)!
a o [(k+1)!}2(2k)!|$|k+1 _ (k+1)2|x| |1‘| .
| Zzl T CEE)IENZz[F T T (2k+1)(2k+2) — 1 fir kK — oo .

Somit ist die Reihe absolut konvergent fiir % <1,ie fir || <4, und
divergent fiir |z| >4 .

Fiir die Randpunkte x = +4 ist eine gesonderte Untersuchung erforder-
lich.

o

Definition. Die Reihe ) by heifit alternierend, wenn zwei aufeinan-
k=1

derfolgende Summanden verschiedenes Vorzeichen haben. Somit kann eine



(0.¢]

derartige Reihe in der Form > (—1)**'q; mit a; > 0 geschrieben
k=1

werden.

Fiir alternierende Reihen gilt folgendes wichtige hinreichende Kriterium

Satz. (Leibniz-Kriterium)

o

Sei die alternierende Reihe Y (—1)%la; gegeben.
k=1

1) Ist (ax) eine monotone Nullfolge, dann konvergiert die Reihe.

(.¢]

2) Ist s = Y (—1)*"a; , dann gilt fiir die Teilsumme s, die Abschitzung
k=1
|5n - 3‘ S An+1 -

oo

Beispiel. Betrachte 2_; (~1)FLL . Fir o >0 bildet die Folge ()
eine monoton fallende Nullfolge, und damit ist die Reihe nach dem Leibniz-
Kriterium konvergent.

o0
Im speziellen ist die Reihe ];1 (-1)F1L=1—3+43—... konvergent.

Weitere Bemerkungen.

1) Sei > ap gegeben, und ¢ : N — N eine bijektive Abbildung.
k=1

Wir setzen by = ay) V k. Dann heifit Y b, eine Umordnung von
=1

Z arp .

k=1

Es gilt (ohne Beweis) :
(i) Ist > ar absolut konvergent zur Summe s , dann konvergiert auch
k=1

jede Umordnung von > a; absolut und hat die gleiche Summe s .
k=1



o0
(ii) (Umordnungssatz von Riemann) Sei > a; bedingt konvergent und

k=1
00

oo

t € R . Dann gibt es eine Umordnung »_ b, von aj mit der Summe
k=1 k=1

t.

2) Seien die Reihen > a; und ) by mit Summen s bzw. t gegeben.
k=0 k=0

Wir wollen die beiden Reihen in geeigneter Weise " multiplizieren” und als
Ergebnis wieder eine Reihe erhalten. Dafiir gibt es grundsatzlich mehrere
Moglichkeiten.

k
Wir setzen ¢y = > ag_ib; = arby + ar_1by + ... + apby fiir alle k£ >0 .
i=0

Also ¢y = agby , c1 = a1by + agby , co = asbg + a1by + apgbs  ete.

o

Die dadurch erhaltene Reihe > ¢; heifit das Cauchy-Produkt der Rei-
k=0

hen > ap und > b .

k=0 k=0
(Das Cauchy-Produkt tritt in natiirlicher Weise bei der Produktbildung
zweier Potenzreihen auf.)

o oo

Es gilt : Ist > a; absolut konvergent zur Summe s und > by kon-
k=0 k=0

vergent zur Summe ¢ , dann konvergiert das Cauchy-Produkt der beiden

Reihen zur Summe st .

Bemerkung. Auf analoge Weise kann die Konvergenz von komplexen
Reihen

oo

> 2k

k=0

erklart werden.

o0
Ist z, = ap + by, dannist > z; offenbar genau dann konvergent wenn
k=0

10



o0 o0
>z, und > yr konvergieren, und es gilt
=0 k=0

o0 o0 . (0.
Doz = T i) Yk
k=0 k=0 =0

Des weiteren konnen etwa das Wurzelkriterium und das Quotientenkri-
terium verwendet werden, um iiber die absolute Konvergenz einer Reihe

> 2z Auskunft zu erhalten (weil die Reihe > |z;| eine reelle Reihe mit
k=0 k=0

positiven Reihengliedern ist).
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