Die elementaren Funktionen
(Uberblick)

Zu den elementaren Funktionen zahlen wir die Potenz- und die Exponen-
tialfunktion, den Logarithmus, sowie die hyperbolischen und die trigono-
metrischen Funktionen und deren Umkehrfunktionen.

I. Die Potenzfunktion

Fir jedes * € R und n € N ist die n-te Potenz von x durch 2" =

[[r=2-2-...-x (n-mal) definiert.
k=1

Diese Definition soll nun in geeigneter Weise auf verallgemeinert werden.

Fir x € R und m € Z setzen wir 2" =1,

k

m

m

"= ][z ,wenn m >0,
=1

" =-1_  wenn m<0 und xz#0.
X

x heifit dabei Basis , m der Exponent .

b——t—x




Im nachsten Schritt kann fir > 0 und n € N kann die n-te Wurzel
Wz =z erklart werden.

Betrachte f(x) = 2" mit D(f) = [0,00) . f ist auf D(f) stetig und
streng monoton wachsend. Daher existiert auf B(f) die Umkehrfunktion
f~1 . Sie ist wieder stetig und streng monoton wachsend.

Wir setzen f~l(x) = {/x=an .

Bemerkung. Falls n ungerade ist, ist die Funktion f(z)= 2" auf ganz
R stetig und streng monoton steigend, und es existiert die Umkehrfunktion
fU:R—= R mit fYz)= ¢z =axv,dh in diesem Fall existiert auch
die n-te Wurzel aus einer negativen Zahl.

Fir 0 <z €R und 7“:126@ (peZ, qeN) ist z" =z = (za)P .
Dabei ist 2" unabhangig von der Darstellung von r .

Fir 0 <z € R und a € R ist schlieBlich z¢ = lim 2™ , wobei (r,)

n—00
eine Folge rationaler Zahlen mit r, — « ist.

Man kann zeigen, dass x® tatsachlich wohldefiniert ist, d.h. unabhangig
von der gewahlten Folge 7, — « .



Die Funktion f(z) = 2% mit D(f) = (0,00) heifit Potenzfunktion .

Sie hat folgende Eigenschaften :
xaxﬁ — xa—i—b’ 7 xaya — (I’ . y)a 7 (xa)ﬁ _ xa-ﬁ

fir a>0 : z<y & 2°<9y® , a<f o %<2’ | r>1

II. Die Exponentialfunktion

Zuvor wurde z% fur >0 und o € R definiert. Wir konnen nun auch
x Tfest lassen” und « als ”Variable” nehmen.

Durch offensichtliche Umbenennung erhalten wir damit die Funktion

flz)=0a" , a>0,2z€eR | also D(f)=R

f(x) heifit Exponentialfunktion .
Satz. (Ohne Beweis) f(z)=a" ist stetig.

Wiederum kann man zeigen, dass die erwiinschten Eigenschaften tatsachlich
erfiillt sind :

a’a¥ = a* | a*b* = (a-b)* , (a)¥ =a™V

r<y & a*<a¥ fir a>1



III. Der Logarithmus

Die Funktion f(z) =a" (1 <a € R) ist auf ganz R definiert und dort
stetig und streng monoton wachsend.

Wegen lim 67" =0 und lim 0" = +oo (fiir b > 1) und der Monotonie
n—oo n—oo
folgt:

lim ¢* =0 , lim a® =400 und damit B(f) = (0,00) .

T—>—00 T—>+00
Somit existiert auf (0,00) die Umkehrfunktion f~!, welche dort stetig
und streng monoton wachsend ist.
Definition. Sei 1<a€c€R.
Die Umkehrfunktion von f(x) = a” heifit Logarithmus zur Basis a .

Schreibweise: f~!(z) = log,x .

Offenbar ist log, : (0,00) — R eine bijektive Abbildung.
Seien x,y > 0 . Aus den Eigenschaften der Exponentialfunktion erhalten
Wwir nun

e log,(zy) = log,z +log,y
e log,1 =0, loga% = —log,x , log,a=1



e log,z® =alog,r (a €R)

Es erweist sich als vorteilhaft, als Basis der Exponentialfunktion b = e zu
wahlen. Dann heifit log,z = Inz der natirliche Logarithmus und e*
die natiirliche Exponentialfunktion.

Wir vermerken noch zwei Ergebnisse.

Satz. (Ohne Beweis)
Sei (x,) eine Folge mit 0 < |z,| <1 fir fast alle n € N und =z, — 0 .

Dann gilt lim (14 z,)m = e .

n—oo

Satz. Vo €R gilt: lim (1+ )" =e" .

n—oo

Beweis. Der Fall z =0 ist klar, sei also z # 0 . Bei festem z gilt fiir
T, =< ,dass 0<|z,[ <1 fir fast alle n und 2, =0 .

n
T

Damit ist mit dem vorhergehenden Satz lim (14 %)» =e bzw.

n—oo
lim (14 £)" = lim [(1+2Z)s

n—oo n—oo

}x:(lim(l%—%)%)x:ex. O

n—oo

IV. Die hyperbolischen Funktionen

Definition.

i) f:R—R mit f(z)=— =sinhz

heifit Sinus hyperbolicus . Es gilt D(f) = B(f) =R.

i) f:R—R mit f(z)=%t = coshr

heifit Cosinus hyperbolicus . Es gilt D(f) =R, B(f) =[1,00) .

i) f:R =R mit f(r)= 97 =302 _ tanhy

eT+te % coshz

heift Tangens hyperbolicus . Es gilt D(f) =R, B(f)=(-1,1) .




iv) f:R—=R mit f(r)= ST = W — cothy

erT—e T sinhx

heiffit Cotangens hyperbolicus . Es gilt
D(f) =R\{0}, B(f)={yeR : [y[>1}.

Satz.

1) coshz , sinhz , tanhz , cothz sind auf ihrem jeweiligen Definitions-
bereich stetig.

2) sinhx und tanhz sind fir x € R monoton wachsend, coshx hat fiir
r <0 und 2 > 0 unterschiedliches Monotonieverhalten, und cothx ist
sowohl fir x < 0 als auch fir x > 0 monoton fallend.

3) Fir x € R bzw. z >0 oder x <0 (coshx und cothz) besitzen
die hyperbolischen Funktionen eine Umkehrfunktion.

Diese werden mit arsinhxz , arcoshx , artanhz und arcothx bezeichnet.
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Satz.
1) arsinhz =In(zx ++v22+1), z€R
2) arcoshr =In(z++Va2—-1), z>1

)
3) artanhz = jln(1¥£), —1<z <1
)

4) arcothr = 3In(X1) | z > 1 oder z < —1

Beweis. (fiir arsinhx)



f(xz) =sinhx =y , f~! entsteht aus f durch Spiegelung an der Geraden
y = x , d.h. Vertauschung von x und y .

= z=sinhy=" = e/ —2r—e¥=0 bzw. e¥ —2ze —1=0.

(Quadratische Gleichung fiir ¢¥) = e/=x+Va?2+1.

Die Losung eV =z — V22 + 1 entfallt, weil e¥ > 0, also
y=In(z+va2+1). O

Weitere Eigenschaften. (Beweis zur Ubung)
(i) cosh’z — sinh®z = 1
ii) sinh(zy + z3) = sinhaycoshxs + coshxisinhzy

iii) cosh(x; 4+ z3) = coshxjcoshzy + sinhzysinhas

coshx+1
2

coshx—1
2

: 20 __
iv) cosh’g =

(
(
(
(

12
v) sinh“f =

IV. Die trigonometrischen Funktionen

Die Winkelfunktionen konnen auf unterschiedliche Art und Weise eingefiihrt
werden. Wir wahlen einen etwas ”uniiblichen” Zugang.

Man kann zeigen (allerdings erst, wenn der Bogenldnge zur Verfligung
steht), dass es genau ein Paar von Funktionen f,fo: R — R, fi(x) =
sinz und fo(z) = cosz , genannt Sinus bzw. Cosinus , gibt, welche
nachfolgenden Bedingungen geniigen :

(i) sinz , cosz sind auf R definiert und dort stetig,

(ii)) sinz ist auf R eine ungerade Funktion, cosx ist auf R eine
gerade Funktion, d.h. sin(—z) = —sinz , cos(—x) =cosz VxR,

sin(z 4+ y) = sinx cosy + cos z siny
cos(x + y) = cosx cosy — sinxsiny

(iii)

Y



(iv) lim =8 =1,

(v) cosO=1.

Des weiteren kann man zeigen.

Satz.
(i) sinz besitzt einfache Nullstellen bei x =km |, k € Z ,

ii) cosw besitzt einfache Nullstellen bei = (2k+1)5 , k€ Z .

(ii
(iii) sinz und coszx sind periodisch mit der Periode 27 , d.h. sinz =
sin(z + 2km) und cosxz = cos(x + 2kw) VEk€EZ.

Definition. Die Funktionen

tanz =L D(f)={zeR : v # (2k+1)Z, k€ Z} bzw.

COS T

cotx =L | D(f)={zeR : x#kr, keZ}

sinx

heilen Tangens bzw. Cotangens .




Satz.

1) sinz besitzt auf der Bildmenge von (—7%,%) eine Umkehrfunktion,

genannt arcsinz ,

w3

2) cosx besitzt auf der Bildmenge von (0,7) eine Umkehrfunktion,
genannt arccosz ,

3) tanz besitzt auf der Bildmenge von (—7%,%) eine Umkehrfunktion,

genannt arctanz ,

e

4) cotx besitzt auf der Bildmenge von (0,7) eine Umkehrfunktion,
genannt arccotx .
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