
Stammfunktionen und
Integrationsmethoden

Sei I ein Intervall , f R-integrierbar für jedes [a, b] ⊆ I , und x0 ∈ I .

Dann heißt die Funktion F mit

F (x) =
x∫

x0

f(t)dt Integral von f als Funktion der oberen Grenze

(bzw. kurz Integralfunktion) .

Bemerkung. F ist stetig auf I .

Beweis. Sei x ∈ I . Wähle [a, b] mit x ∈ [a, b] ⊆ I . Auf [a, b] gelte
|f(x)| ≤ M . Sei nun (xn) eine Folge aus [a, b] mit xn → x . Dann gilt

|F (xn)− F (x)| =

∣∣∣∣∣xn∫
x0

f(t)dt−
x∫

x0

f(t)dt

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣xn∫
x

f(t)dt

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣xn∫
x

|f(t)|dt
∣∣∣∣ ≤

≤ M |xn − x| . Daraus folgt F (xn) → F (x) . �

Satz. (1. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

f stetig an x ∈ I ⇒ F differenzierbar in x und F ′(x) = f(x) .

Beweis. Sei (xn) eine Folge aus I mit xn ̸= x , xn → x . Sei weiters
ε > 0 beliebig. Aus der Stetigkeit von f an x folgt :

∃ δε > 0 mit |t− x| < δε ⇒ |f(t)− f(x)| < ε .

Weiters ∃ Nε mit |xn − x| < δε für n > Nε .

Für n > Nε gilt dann∣∣∣F (xn)−F (x)
xn−x − f(x)

∣∣∣ = ∣∣∣∣∣ 1
xn−x

{
xn∫
x0

f(t)dt−
x∫

x0

f(t)dt

}
− f(x)

∣∣∣∣∣ =
=

∣∣∣∣ 1
xn−x

xn∫
x

f(t)dt− f(x)

∣∣∣∣ = 1
|xn−x|

∣∣∣∣xn∫
x

(f(t)− f(x))dt

∣∣∣∣ ≤
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∣∣∣∣ 1
|xn−x|

xn∫
x

|f(t)− f(x)|dt
∣∣∣∣ ≤ 1

|xn−x|ε|xn − x| = ε .

Dies bedeutet aber
∣∣∣F (xn)−F (x)

xn−x − f(x)
∣∣∣ → 0 . �

Definition. Die Funktionen f und F seien auf dem Intervall I
definiert, F sei dort differenzierbar und es gelte F ′(x) = f(x) .

Dann heißt F Stammfunktion von f auf I .

Bemerkung. Jede auf I stetige Funktion besitzt dort eine Stammfunk-

tion, nämlich F (x) =
x∫

x0

f(t)dt .

Sind F1(x) und F2(x) Stammfunktionen von f(x) auf I , dann gilt für
φ(x) = F1(x)− F2(x) , dass φ′(x) = 0 auf I.

Dann ist aber φ = C .. const., also F1(x) = F2(x) + C . Somit unter-
scheiden sich zwei Stammfunktionen nur durch eine additive Konstante.

Bemerkung. Die Menge aller Stammfunktionen von f(x) wird auch als
unbestimmtes Integral bezeichnet und man schreibt dafür∫

f(x)dx+ C , C ∈ R

Satz. (2. Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)

Sei f stetig auf [a, b] und F eine Stammfunktion von f auf [a, b] .
Dann gilt

b∫
a

f(t)dt = F (b)− F (a) .

Beweis. F1(x) =
x∫
a

f(t)dt ist ebenfalls eine Stammfunktion, daher ex-

istiert eine Konstante C mit F1(x) = F (x) + C .

Mit x = a erhalten wir 0 = F1(a) = F (a) + C .
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Mit x = b erhalten wir F1(b) =
b∫
a

f(t)dt = F (b) + C .

Subtraktion der beiden Gleichungen liefert die Behauptung. �

Bemerkung. Die obige Aussage gilt auch unter der schwächeren Voraus-
setzung, dass f lediglich R-integrierbar auf [a, b] ist.

Anmerkungen.

(i) Oft schreibt man
b∫
a

f(t)dt = F (x)|ba = F (b)− F (a) .

(ii) Ist f R-integrierbar auf [a, b], dann folgt daraus nicht notwendiger-
weise, dass f eine Stammfunktion auf [a, b] besitzt.

f(x) =

{
−1 wenn − 1 ≤ x ≤ 0
1 wenn 0 < x ≤ 1

keine Stammfunktion auf [−1, 1] .

(iii) Hat f auf [a, b] eine Stammfunktion, dann ist f nicht notwendi-
gerweise R-integrierbar.

Beispiele.

1)
b∫
a

etdt : f(x) = ex , F (x) = ex ⇒
b∫
a

etdt = eb − ea

2)
b∫
0

√
tdt : f(x) =

√
x , F (x) = 2

3x
3/2 ⇒

b∫
0

√
tdt = 2

3b
3/2

3)
2∫
1

1
tdt : f(x) = 1

x , F (x) = ln x ⇒
2∫
1

1
tdt = ln x|21 = ln 2

Differenziation und Integration sind also in gewisser Weise zueinander in-
verse Operationen. Ist eine Funktion F (x) gegeben und setzen wir
f(x) = F ′(x) dann ist F (x) eine Stammfunktion von f(x) und es
gilt∫

f(x)dx = F (x) + C
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Beispiel. F (x) = arctanx ⇒ F ′(x) = 1
1+x2 , also∫

1
1+x2dx = arctanx+ C

F (x) = 1
2 sin 2x ⇒ F ′(x) = cos 2x ⇒

∫
cos 2xdx = 1

2 sin 2x+ C

F (x) = ln |x+ 1| ⇒ F ′(x) = 1
x+1 ⇒

∫
1

x+1dx = ln |x+ 1|+ C

Aus den Differenziationsregeln können nun in weiterer Folge Regeln für die
Bestimmung von Stammfunktionen hergeleitet werden.

Die Produktregel besagt dass (fg)′ = f ′g + fg′ . Ist nun G(x) eine
Stammfunktion von f ′g dann gilt

(fg −G)′ = (fg)′ −G′ = f ′g + fg′ − f ′g = fg′ .

Also ist fg −G eine Stammfunktion von fg′ und damit∫
fg′dx = fg −

∫
f ′gdx . . . Partielle Integration

Beispiele.

(i) I =
∫
xexdx .

Setze f(x) = x und g′(x) = ex . Dann ist f ′(x) = 1 und g(x) = ex .

Folglich ist I = xex −
∫
exdx = xex − ex + C .

(ii) I =
∫
ln xdx =

∫
ln x · 1dx .

f(x) = ln x , g′(x) = 1 ⇒ f ′(x) = 1
x , g(x) = x

Folglich ist I =
∫
ln xdx = x ln x−

∫
1 · dx = x lnx− x+ C .

Aus der Kettenregel (für differenzierbare Funktionen) kann das Verfahren
der Lösung mittels Substitution hergeleitet werden.

(F (g(x))′ = F ′(g(x))g′(x) ⇒ F (g(x)) =
∫
F ′(g(x))g′(x)dx+ C

Die Substitutionsregel wird in der Praxis wie folgt angewendet.

Beispiel. I =
∫
sin 2xdx
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Wir setzen z = g(x) = 2x . Dann ist z′ = g′(x) = 2 bzw. dz
dx = 2

und weiters dz = 2dx bzw. dx = 1
2dz .

Damit kann das Integral vereinfacht werden zu

I =
∫

1
2 sin zdz = −1

2 cos z + C = −1
2 cos 2x+ C .

Der letzte Schritt ist die sogenannte Rücksubstitution.

Beispiel.
∫ sin(3 lnx)

x dx

Substitution: z = 3 lnx ⇒ dz
dx = 3

x bzw. 1
3dz = dx

x

Damit
∫ sin(3 lnx)

x dx =
∫

1
3 sin zdz = −1

3 cos z + C = −1
3 cos(3 ln x) + C

Bemerkung. Viele wichtige Substitutionen können in der Formelsamm-
lung gefunden werden.

Bemerkung. Wegen (ln |f(x)|)′ = f ′(x)
f(x) gilt offenbar∫ f ′(x)

f(x) dx = ln |f(x)|+ C , also etwa
∫

2x
x2+1dx = ln(x2 + 1) + C .

Bemerkung. Ist der Integrand eine rationale Funktion dann kann zur
Bestimmung des Integrals die Partialbruchzerlegung verwendet werden.

Beispiel. I =
∫

x4+x3+2x−2
x3−x2+x−1 dx

(x4 + x3 + 2x− 2) : (x3 − x2 + x− 1) = x+ 2 + x2+x
x3−x2+x−1

x2+x
x3−x2+x−1 =

x2+x
(x−1)(x2+1) =

A
x−1 +

Bx+D
x2+1 ⇒ A = 1 , B = 0 , D = 1

Damit I =
∫
(x+ 2 + 1

x−1 +
1

x2+1)dx =

= x2

2 + 2x+ ln |x− 1|+ arctanx+ C
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