Richtungsgrenzwerte, partielle
Ableitungen

Sei f:R" — R™ gegeben. Wir untersuchen das Verhalten von f entlang

einer Geraden durch einen Punkt z° |

(z€R" : 2 =2"+hd, ||@|=1, h€R}.

In diesem Fall hangt dann f lediglich vom Geradenparameter h ab.
Man beachte, dass in obiger Darstellung die Geradenrichtung durch einen
Einheitsvektor angegeben wird.

e Falls existent, heifit b = }Liné f(2° + hd@) der Grenzwert von f an
%
0

x” in Richtung a .

0

o f heiit stetig in 2 in Richtung a , wenn

lim f(° -+ hit) = [(a")

Beispiel. Betrachte f:R? — R mit

_ ] falls (wy) #(0,0) 0
f(”“"’y){ 0 falls (r.y) = (0.0) 4T =00

Fir @ = (a1, a2) gilt

f(2® + ha) = f(hay, has) hahiay M () fijp b — () .

- h2a§+h4aé a%Jtha%
(Betrachte dabei die Félle a; =0 und a; # 0)

Somit ist f stetig in jeder Richtung a .

Betrachten wir nun die Folge (z,,y,) — (0,0) mit z, = & , y, =

dann erhalten wir

3=

1.1
f(@n,yn) = #25 = 5 = 5 fiir n— oo,

n4

0

Dies bedeutet aber, dass f in z” unstetig ist.



Nun interessiert uns die Anderungsrate einer Funktion f:R*" =R an
einer Stelle z' in Richtung @ (mit ||| =1) .

Definition. f : R" — R heifit an einem (inneren) Punkt 2° € D(f)
differenzierbar in Richtung a , wenn der Grenzwert

Jigg £ &+ ha) = f(2%)
h—0 h

existiert.

Er heift Richtungsableitung von f an 2°

Schreibweise: % (2%) .

in Richtung a .

Fiir Funktionen f :R? — R bietet sich hierzu eine geometrische Deutung
an : der Graph von f ist eine Fliche im R? . Das Bild der Geraden
durch 2° in Richtung @ ist dann eine Kurve auf dieser Fliche. Die
Richtungsableitung von f an 2 in Richtung @ beschreibt dann die
Steigung der Tangente an diese Kurve im Punkt (20, f(z")) .

Bemerkung. Ist f:R" —+ R an 2" in Richtung @ differenzierbar,
dann auch in Richtung —a und es gilt

a?ja) (2°) = _%(xO) :

Bemerkung. Ist f:R" - R an 2" in Richtung @ differenzierbar,
dann ist f auch stetig in Richtung a .

Beweis.

,lzli% (f(xo + h(_i) B f(xO)) _ lllli% <f(x +h6;t;)—f(:c )h) _ %($0) 0=0. O

Dass aus der Richtungsdifferenzierbarkeit i.a. nicht die Stetigkeit folgt,
zeigt wiederum das vorherige Beispiel

.’L‘y2

_ ) o falls (z,y) # (0,0) and 20 —
f(x’y){ 0" falls (r.g) = (0.0) 4 7= 0.0

Fir @ = (a1,a2) ist

%(wo) _ ) 7 fllsa f 0
0 fallsa; =0

2



Somit existieren zwar alle Richtungsableitungen, aber f ist in z° = (0,0)
nicht stetig.

Durch die kanonischen Basisvektoren é7,és,...,¢, des R" sind gewisse
Richtungen ausgezeichnet.

Definition. f : R" — R heifit an einem (inneren) Punkt 2° € D(f)
partiell differenzierbar (nach der k-ten Variablen), wenn die Rich-

07 (29) existiert.

tungsableitung 5

Wir verwenden dabei die Schreibweisen %(mo) bzw. [, (2°) .

o) . O4-héy)—f(a°
Wegen a—gk(xo) = llzlg(l) G e}’z) f&0)

0 .0 .0 0
f(x?,...,:c%fl,x2+h,x2+l,...,x%)ff(x[f,...,xkil,J:k,:ckﬂ,...,xn)

lim
h—0
bildet man die partielle Ableitung nach =z, so, indem alle Variablen bis
auf 1z, als konstant betrachtet werden und die gewohnliche Ableitung
nach =z, gebildet wird.

Beispiel.
Sei f:R®—= R mit f(z,y,2)=2%— 2>, und sei 2= (1,1,0) .

: 0 0
Dann ist %(a:o) =22yl =2 , 8—5(1‘0) = x2}(1,1,0) =1 und a—ﬁ(l'o) =

2 _
—3z ‘(1,1,0) =0.
Satz. (ohne Beweis)
0

Existieren fiir f : R" — R auf einer Umgebung von 2z die partiellen
Ableitungen f,,, fi,, .-, fz, , und sind diese dort beschrankt, dann ist f
stetig an 2V .

Sei f :R" — R und es mogen alle partiellen Ableitungen an 2" €
D(f) existieren. Dann kénnen wir diese als Komponenten eines Vektors
auffassen.



Definition.

gradf(:z:o) = gl‘adf’xo — (fxla fa:27 R fxn)laso

heiBt der Gradient von f an 2V .

Beispiel. Sei f:R?> =R mit f(z,y) =" .
Dann ist f, =ye™ und f, =ze™ | also gradf = (ye™,ze™) .

Im besonderen ist gradf\(m) = (2¢%,€?) .



