Transformationsformel
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Wir betrachten die Koordinatentransformation = = z(u,v) , y = y(u,v)
und die Abbildung ¢ : B — B* sei bijektiv.

Des weiteren sei die Abbildung f stiickweise stetig auf B .
Dann gilt

Satz. (Transformationsformel im R?) (ohne Beweis)

ffB r,y)drdy = ffB* z(u,v),y(u,v)) I(z,y)

Bemerkung. dxdy transformiert sich also in

Plausible Begriindung. [[, f(z,y)dzdy ist der Limes einer Riemann-
Summe iiber Rechteckszerlegungen in der xy-Ebene.

Jeder solchen Zerlegung entspricht eine Zerlegung in ”verzerrte” Rechtecke
(ndherungsweise Parallelogramme) in der wuwv-Ebene, i.e.

Sp(f:&,m) =>> f(x(u,v),y(u,v))xFlacheninhalt

des krummlinigen Rechtecks.

Ist g: = z(u,v), y = y(u,v) stetig differenzierbar, dann ist eine
Linearisierung moglich, d.h. die krummlinigen Rechtecke lassen sich durch
Parallelogramme approximieren.
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Sp(Fi6m) = X5 f(a(@, 9), y(@, ) | 38| Aussvy — [, f(z, y)dedy

fir |P|—0.

Im R3 erhalten wir analog

fffB (x,y, z)dxdydz =

o(x,y,z
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Beispiel. I = [[ +/1+2%+y? dzdy

x2+92<1

Einfiihrung von Polarkoordinaten x =rcosp , y =rsing =
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= (1 +r? 3/2\0 Z(V8—1).
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Bemerkung. Betrachten wir das uneigentliche Integral

o

I= 1 e dr = [ e_dey , dann konnen wir schreiben
ffe @) drdy = f f e~ @) dxdy = f e dx f e Vdy=1?,

also I = f e dr = /T .

Beispiel. Man berechne das Volumen des von den Flachen z = /2 + 22 + 3?2
und z = 22 +y? eingeschlossenen Bereichs.

Die erste Flache ist der obere Teil eines zweischaligen Rotationshyper-
boloids, die zweite ist ein Rotationsparaboloid (beide Male mit der z-Achse
als Rotationsachse.

Durch Gleichsetzen der z-Werte erhalten wir die Projektion der Schnit-
tkurve in die zy-Ebene, i.e. /2 + 22 + y? = 2% 4 2

Wir verwenden nun Zylinderkoordinaten. Dann ist die Projektion der
Schnittkurve in die zy-Ebene gegeben durch 2 + 72 =12 bzw. 2+7r% =
4 Die einzige positive reelle Losung ist fiir r = /2 .

Damit kann der Volumsbereich beschrieben werden durch
0<r<+v2,0<p<2r,r<z<V2+4712

Das Volumselement ist dV = dxdydz = rdrdpdz , also
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V= f [ rdrdedz = f f V2 + 12— r?)rdrde =
r=0p=0 z=r2 r=0 ¢=0
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