Extremwerte von Funktionen
mehrerer reeller Variabler

Bei der Bestimmung der lokalen Extrema von (differenzierbaren) Funktio-
nen f:R" — R ist es sinnvoll, zuerst jene Stellen zu bestimmen, an denen
tiberhaupt ein Extremum auftreten kann, d.h. eine notwendige Bedingung
fiir das Vorliegen eines (lokalen) Extremums anzugeben.

Es sei daran erinnert, dass im eindimensionalen Fall, also bei f: R — R,
die entsprechende Bedingung lautete, dass f/(zg) =0 .

Satz. Sei f:R" — R stetig differenzierbar auf einer offenen Umgebung
U(z%) von 20 ¢ R™ .

Hat f an 2 ein relatives (= lokales) Extremum, dann gilt notwendiger-
weise gradf(z°) =0 .
Beweis. f muBan 2° in jeder Richtung @ als Funktion des Geraden-
parameters ein relatives Extremum besitzen. Wegen des entsprechenden
Kriteriums fiir Funktionen einer reellen Variablen bedeutet dies, dass an
2V die entsprechende Richtungsableitung gradf(z")-@ verschwindet. Weil
@ beliebig ist, muss damit gradf(z°) =0 sein. O

Bemerkung. Mit der Bedingung gradf(z) = 0 erhilt man also jene
Stellen, die fiir ein lokales Extremum in Frage kommen.

Zur Gewinnung eines hinreichenden Kriteriums fiir das Vorliegen eines Ex-
tremums nehmen wir an, dass f zweimal stetig differenzierbar ist. Dann
kann die (symmetrische) Matrix H(x) der zweiten partiellen Ableitungen
gebildet werden, die sog. Hesse-Matrix oder zweite Ableitung von
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Beispiel. Sei f:R?> =R mit f(z,y)=¢e".
Dann ist f, = ye™ , f, = xe™ und weiters

foo = V2" | foy = fyo = €Y +aye™ und fy, =z .

2y Ty Ty
Somit ist H(z,y) = ( ye ev T aye >

e + xyety x?e™y

Indem f (lokal) durch das Taylor-Polynom zweiten Grades approximiert
wird, stellt sich heraus, dass fiir das Vorliegen eines Extremums die durch
die Hesse-Matrix definierte quadratische Form von wesentlicher Bedeutung
ist.

Definition. Sei A eine n x n Matrix. Dann heiffit die Abbildung
Q:R" - R mit Q(z) =T Ax eine quadratische Form.

1 01
Beispiel. Sei A = 0 2 0 | . Die dadurch definierte quadratische
—4 0 3
Form ist
1 01 I
Q(z1,m9,23) = (21 @2 z3) | 0 20 o | =
—4 0 3 T3
T+ T3
= ( T1 To X3 ) 219 = JJ% + r1703 + 2:5‘% —4xix3 + 3:L’§ =
—4x1 + 3x3

= 2} — 3123 + 223 + 373 .

Eine quadratische Form Q(z) = 27 Az heifit nun
e positiv definit, wenn Q(z) >0 V x #0
e negativ definit, wenn Q(z) <0 Vx #0
e positiv semidefinit, wenn Q(z) >0 Vuz

e negativ semidefinit, wenn Q(z) <0 Vz



e indefinit, wenn sowohl positive als auch negative Werte angenommen
werden.

Bemerkung. Sind alle Eigenwerte von A reell, wie es etwa im Fall
einer reellen symmetrischen Matrix der Fall ist, dann konnen die obigen
Bedingungen auch durch die Eigenwerte von A ausgedriickt werden.

e () >0 & alle Eigenwerte sind > 0
e () <0 < alle Eigenwerte sind < 0
e () >0 & alle Eigenwerte sind > 0

e () <0 & alle Eigenwerte sind <0

() ist indefinit < es gibt positive als auch negative Eigenwerte.

Bemerkung. Der Spezialfall n = 2 lafit sich einfach beschreiben.
Eine 2 x 2 Matrix A ist

e positiv definit < det A >0 und a;; >0

e negativ definit < det A >0 und a;; <0

e semidefinit < detA >0

e indefinit & detA <0 .

Satz. Sei f:R" - R, 2° € R® und f € C*(U(2")) auf einer offenen
Umgebung von z° . Weiters sei gradf(z°) = 0 . Dann gilt :

o H(z") ist positiv definit < f hat an 2" ein isoliertes relatives
Minimum
o H(x") ist negativ definit < f hat an 2 ein isoliertes relatives

Maximum

o H(2") ist indefinit < f hat an 2° kein relatives Extremum.
(Sattelpunkt)



Beispiel.
Man bestimme die relativen Extrema von f(z,y) = 2% + 4y + i .

Die Kandidaten fiir ein mogliches Extremum ergeben sich aus der Bedin-
gung gradf(z) = 0 , hier also aus f, = 2z = 0 und fy=4-— y—12 =0
bzw. x =0 und y::t%.

Somit sind die Punkte Py(0,3) und P(0,—3) mogliche Extrema.
fasx:2> fa:y:()a fyy:y%a
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also ist H(x,y) = ( > und det H(z,y) = ;13 :

Mit det H(z,y)|p =32 >0 und fi|p =2 >0 folgt, dass in Py ein
relatives Minimum vorliegt.

Wegen det H(z,y)|p, = —32 <0 liegt in /% ein Sattelpunkt vor.

Haufig sucht man die Extremwerte einer Funktion f : R" — R unter
eingeschrankten Bedingungen fiir die Variablen 1, 2o, ..., z,, .

Beispiel. Man bestimme die Extrema von f(z,y) = cos’z — 2sin’y ,

' _
wobel y—x =7 .

Die entscheidende Aussage in dieser Fragestellung ist der folgende

Satz. (Lagrange’sche Multiplikatorregel)

Sei f:R" — R differenzierbar auf einer offenen Menge X C R" . Weiters
seien ¢1,92,...,9m : R® — R stetig differenzierbar auf X , und linear
unabhangig.

Hat unter diesen Voraussetzungen f an 2° ein Extremum, wobei nur

jene x € X betrachtet werden, fir die gi(z) = 0,...,gn(z) = 0 ist,
dann gibt es Zahlen Aq, Ao, ..., \,, sodass
%(wo) + l_zl)\lg—gly(a:o) =0 fir v=1,2,...n.

A1, Ao, ..., A, heiflen Lagrange’sche Parameter bzw. auch Lagrange’sche



Multiplikatoren .

Die Funktionen ¢, 9o,...,¢9, beschreiben dabei die m Nebenbedin-
gungen.

Zur praktischen Berechnung.

Gegeben seien also f : R” — R und des weiteren die m Nebenbedin-
gungen ¢ :R" - R, ....g, :R" - R.

Man bilde die Funktion

F(xy, oy Ty A1y ooy Am) = f(21, oo ) + A1g1(21, oy 20) + Aaga(T1, .oy @) +
oo Angm(T, - )

mit den n +m Unbekannten zi,...,Z,, A1, ..., Ay .

Die mogliche Extremalstelle 2V

n + m Gleichungen

g(z®) =0 fir [=1,2,...m

ergibt sich dann aus dem System der

m
gx{(xo) +l21Al§—§i(x0) =0 fir v=12,...,n,

also aus den Gleichungen

Fy=0,..,F, =0 sowie F, =0, .., F, =0.

Beispiel. Ein Kegelvolumen V(r, H) = T2§H soll unter der Nebenbe-

dingung g(r,H) = r*+ H*> —2RH =0 (R ... fest) maximal werden.

Wir betrachten F(r, H,A) =V 4+ \g = 7'2§H + A(r?+ H*> - 2RH) .

Damit erhalten wir die Gleichungen
F\=r>+H?-2RH =0
F,=2rH+X2r=0
Fy = %TQ + A2H —2R) =0



Aus der zweiten Gleichung folgt A = —ZH , eingesetzt in die dritte Gle-
ichung erhalten wir r*> =2H(H — R) .
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Unter Berticksichtigung der ersten Gleichung erhalten wir nun H =
22 p
=R

und r =



