Naive Mengenlehre

Im Worterbuch kann man unter dem Begriff ” Menge” etwa die folgenden
Bestimmungen finden :

Ansammlung, Konglomerat, Haufen, Klasse, Quantitdt, Bundel,... usf.

Die Mengenlehre ist der (gegenwértig) fundamentalste Teil der Mathe-
matik. Fast jedes mathematische Objekt (wie z.B. Gruppe, Vektorraum,
topologischer Raum) wird definiert als eine Menge mit einer zusétzlichen
Struktur (Operationen, Relationen, ausgezeichnete Teilmengen etc.). Diese
Operationen und Relationen sind selbst wieder spezielle Mengen.

ABER: Was ist eine Menge?

Der Begrift Menge geht auf Bernard Bolzano und Georg Cantor zurtick.
In Bolzanos Manuskripten aus den Jahren zwischen 1830 bis 1848 heifit es
etwa

" Inbegriffe nun, bey welchen auf die Art, wie ithre Theile mit einander ver-
bunden sind, gar nicht geachtet werden soll, an denen somit Alles, was
wir an thnen unterscheiden, bestimmt ist, sobald nur ihre Theile [selbst]
bestimmt sind, verdienen es eben um dieser Beschaffenheit willen, mit
ewnem eigenen Nahmen bezeichnet zu werden. In Ermangelung eines an-
dern tauglichen Wortes erlaube ich mir das Wort Menge zu diesem Zwecke
zu brauchen”.

Cantor beschrieb eine Menge "naiv” als eine Zusammenfassung bestimmter,
wohlunterschiedener Objekte unserer Anschauung oder unseres Denkens
zu einem Ganzen. Die Objekte der Menge heiflen Elemente der Menge.
Weder der Begriff ”Menge” noch der Begriff ”Element” werden dabei im
mathematischen Sinn definiert.

Eine Veranschaulichung des Mengenbegriffs, die Richard Dedekind zuge-
schrieben wird, ist das Bild eines Sackes, der gewisse (als Einzelne ab-
grenzbare) Dinge enthélt. Niitzlich ist diese Vorstellung zum Beispiel fiir
die leere Menge: ein leerer Sack. Die leere Menge ist also nicht "nichts”,
sondern der Inhalt eines Behaltnisses, das keine der fiir es als Inhalt vorge-



sehenen Dinge enthalt. Das ”Behaltnis” selbst verweist nur auf die bes-
timmte zu zéhlende Sorte und Art von Elementen. Diese Vorstellung hat
aber ihre Grenzen. Ein Behéltnis bleibt namlich dasselbe, auch wenn
man seinen Inhalt andert. Dies ist bei Mengen anders: diese andern
ihre Identitat, wenn man neue Elemente hinzufiigt oder bestehende ent-
fernt. Insofern ist es besser, wenn man sich die Menge als ”Inhalt eines
Behaltnisses” vorstellt.

Allerdings: Werden beliebige (!) Zusammenfassungen als Mengen zuge-
lassen, fiihrt dies zum bekannten Russell’schen Paradox:

Sei S die Menge all jener Mengen, welche sich selbst nicht als Element
enthalten. Ist S ein Element von S ¢

Also S={A : A¢ A} . Gilt S€S57

Ahnliche Paradoxa treten im Bereich der Selbstreferenzialitiit auf.

1. Lugner Paradox

”Dieser Satz ist falsch.” Die Paradoxie dieses Satzes besteht darin, dass
sich nicht verntinftigerweise behaupten lasst, er sei wahr oder falsch. Angenom-
men er ware falsch: Dann wiirde das zutreffen, was der Satz selbst be-
hauptet, und er miisste also wahr sein. Nehmen wir aber an, er sei wahr,
dann trifft das, was der Satz behauptet, nicht zu was bedeutet, dass er
falsch ist.

Oder: Pinocchios Nase wdachst bekanntlich genau dann, wenn er ligt. Was
passiert aber, wenn er sagt "Meine Nase wdchst gerade”?

Im Paradoxon des Epimenides wird der Satz "Alle Kreter sind Ligner.”
verwendet, um die Paradoxie darzustellen. Dieser Satz wird von Epi-
menides, der selbst Kreter ist, behauptet. Dies ist aber kein Paradox
im vollen Wortsinne, da aus der Negation des Satzes, also aus ”Manche
Kreter sind keine Liigner”, nicht notwendigerweise folgt, dass Epimenides
die Wahrheit sagt.

2. Autologisch - heterologisch
Ein Adjektiv heifit autologisch, wenn es sich selbst beschreibt, und hetero-



logisch, wenn es sich selbst nicht beschreibt.

So sind etwa ’kurz’ und ’dreisilbig’ autologisch, wahrend ’lang’ und ’vier-
silbig’ heterologisch sind.

Frage: Ist ’heterologisch’ heterologisch?

3. Wohlfundierte Spiele

Wir betrachten Spiele folgender Art zwischen 2 Spielern. Es gibt Spiel-
regeln, wer jeweils am Zug ist und welche Ziige erlaubt sind. Ein Spiel ist
zu Ende, wenn kein Zug mehr moglich ist, oder wenn gemafl der Spielregeln
ein Remis entstanden ist.

Ein derartiges Spiel heifit wohlfundiert wenn es stets nach endlich vielen
Zigen endet.

(Zum Beispiel: Spieler 1 wahlt eine natiirliche Zahl, und dann wird ab-
wechselnd eine kleinere natiirliche Zahl gewihlt.)

Im Hyperspiel wahlt zuerst Spieler 1 ein wohlfundiertes Spiel, Spieler 2
macht den ersten Zug im gewahlten Spiel und dieses wird dann gespielt.

Frage: Ist das Hyperspiel wohlfundiert?

Ja, weil im ersten Zug ein wohlfundiertes Spiel gewahlt wird und dieses
nach endlich vielen Ziigen endet.

Allerdings kann nun Spieler 1 das Hyperspiel wahlen, Spieler 2 startet das
Hyperspiel und wahlt als wohlfundiertes Spiel ebenfalls das Hyperspiel etc.
etc. Damit wird kein Ende nach endlich vielen Ziigen erreicht, also ist das
Hyperspiel nicht wohlfundiert.

Wegen dieser Paradoxa ist also Vorsicht bei der Zugrundelegung der (einer)
Mengenlehre angebracht.

Ein Ausweg ist, die Mengenlehre axiomatisch als formales System zu ent-
wickeln. Allerdings treten auch hier Probleme auf durch den 2. Un-
vollstandigkeitssatz von Godel, der besagt, dass jede formale Theorie, welche
die natiirlichen Zahlen mit ihrer tblichen Arithmetik beschreiben kann,
ihre eigene Widerspruchsfreiheit nicht beweisen kann.



Damit ist prinzipiell ein Widerspruch im formalen System moglich. Man
kann diese Moglichkeit einfach ignorieren und ”hoffen”, dass niemals ein
Widerspruch auftaucht, oder Aussagen tiber die relative Widerspruchsfrei-
heit beweisen, d.h. dass ein formales System widerspruchsfrei ist unter der
Annahme, dass ein anderes System widerspruchsfrei ist (dies geschieht etwa
im Fall der Konstruktion von nicht-euklidischen Geometrien innerhalb der
euklidischen Geometrie).

Im folgenden wahlen wir den sogenannten "naiven” Zugang und betrachten
eine Menge als eine Zusammenfassung von Objekten, den Elementen der
Menge.

Man schreibt = € S fiir den Fall, dass x ein Element von S ist.

Allerdings sind nicht alle Zusammenfassungen Mengen!

Insbesondere: Es gibt keine Menge S mit der Eigenschaft dass x € S
genau dann wenn x ¢ x .

(Wiirde eine derartige Menge S existieren, dann S €S & S¢S | ein
Widerspruch!)

Bemerkung. "€” ist die sogenannte Enthaltensein-Relation und 7 ¢”
das logische Gegenteil.

(Im Rahmen der axiomatischen Mengenlehre ist dies eine undefinierte Re-
lation.)

Eine Zusammenfassung, die keine Elemente besitzt, ist eine Menge, namlich
die leere Menge.

Nun kann die Gleichheit von Mengen von Mengen definiert werden
mittels des Ausdehnungsprinzips (Leibniz): Zwei Mengen sind gleich,
wenn sie dieselben Elemente haben.

r =1y genau dann wenn gilt (z € x) < (2 € y)

Damit kann nun gezeigt werden, dass es nur eine leere Menge gibt, die
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mit @ bezeichnet wird.

Beweis. Seien e; und e; leere Mengen. Dann sind fiir alle z die
Aussagen z € e; und z € ey falsch, also sind diese Aussagen logisch
aquivalent, und mittels des Ausdehnungsprinzips gilt e; = ey . O

Wir akzeptieren weiters die Doktrin

Alle betrachteten Objekte sind selbst Mengen.

Bemerkung. Es gibt auch andere Zugrundelegungen der Mengenlehre,
welche sogenannte Urelemente zulassen, das sind fundamentale Objekte,
die keine Mengen sind.

Wir konnen nun die vertrauten Begriffe aus der Mengenlehre definieren.

Teilmenge. Die Menge x heifit Teilmenge von der Menge y , x C y
wenn

(z€x)=(2z€9)

(Man sieht leicht, dass = =y genau dann wenn z Cy und y C x .)

Potenzmenge. Die Zusammenfassung aller Teilmengen einer Menge x
ist eine Menge und heift die Potenzmenge von x , symbolisch Px .

Pe={y : (V2)(z€y) = (z€2)}

Zusammenfassung von endlich vielen Mengen. Sind zi,29,..., 2,
endlich viele unterschiedliche Mengen, dann ist die Zusammenfassung dieser
Mengen wieder eine Menge, symbolisch {x1,z9,...,x,} .

Vereinigung. Sei = eine Menge. Die Vereinigung von =z , Jz ,
besteht aus den Elementen der Elemente von z , i.e.

Uzr={z : z€y firein y € x}

Diese Notation ist anfangs ungewohnt. Vetrauter ist etwa die Vereinigung
von zwei Mengen x; und =z . Diese besteht aus allen Elementen, die in
x1 oder xy liegen,



riUzy={z : z€x oder z € x5}

Dies ist allerdings nichts anderes als |Jx , wobei x = {z1, 25} .

Durchschnitt. Sei x eine Menge. Der Durchschnitt von =z, (z
besteht aus allen Elementen, die in jedem Element von x liegen.

Nzx={z : z€y firalle y €z}

(Wx1, 22} wird zumeist geschrieben als x1Nzy . Die Mengen x; und 9
sind disjunkt wenn ({z1, 22} =0 .

Bemerkung. Die leere Menge fiihrt hier zu einem Problem. Wahrend
offenbar | JO = 0 , wiirde (0 das ganze Universum sein (weil aus logischen
Grinden z € y fiir jedes y € () wahr ist).

Wegen des Russell’schen Paradox darf dies nicht als Mengen zugelassen
werden, d.h. wir definieren ()z nur, wenn z # () .

Differenzmenge. Seien X und Y Mengen. Die Differenz X \ Y
besteht aus allen Elementen von X die nicht in Y liegen.

X\Y={zeX :z¢Y}

Kartesische Produkte, Funktionen, Relationen.

Als néchstes soll das geordnete Paar (z1,73) definiert werden. Dies
soll ein Objekt sein, das aus 1 und zs konstruiert wird, und folgende
Eigenschaft hat

(x1,29) = (y1,y2) genau dann wenn x1 =1; und =5 = yo

Die Menge {z1,x2} besitzt nicht diese Eigenschaft, weil {z1,22} =
{xo, 21} . Die "richtige” Konstruktion ist

(x1,79) = {{x1}, {71, 22}} (und damit (z1,21) = {{z1}}) .

Satz. (r1,72) = (y1,%2) genau dann wenn x; =y; und o = ¥

Beweis. (stdndige Anwendung des Ausdehnungsprinzips)



Die Implikation von rechts nach links ist offensichtlich.

Sei x1 = xo , also (x1,71) = {{x1}} . Dann kann nicht y; # y» sein,
weil (z1,21) = {{x1}} ein Element hat, und (y1,y2) zwei Elemente. Also
y1 = yo und damit {{z1}} = {{y1}} woraus z; =y, folgt.

Analog ist der Fall y; = y» .

Sei also x1 # xo und y; # yo , und {{x1}, {z1,22}} = {{v1}, {v1, 92} } -

Dann kann nicht {z1} gleich {y1,y2} sein. Also {z1} = {y1} und
weiters x1 = y; . Weiters muss {1,292} = {y1,92} = {x1,y2} sein, und
damit zo =gy . U

Bemerkung. Man kann nun geordnete n-Tupel fir n > 2 induktiv
definieren mittels

(X1, T2y, 1, ) = ((T1, T2y .o, Tp1), Tn)
Man kann zeigen, dass (z1,%2,...,%,) = (Y1,%2,---,Yn) genau dann wenn
T1=Y1, Ta2=Y2,..., Ly = Yn .

Das kartesische Produkt X; x X, von zwei Mengen X; und X, ist
definiert als die Menge aller geordneten Paare (x1,x9) , wobei z7 € X

und z9 € X5 .
X x X wird auch in der Form X? geschrieben.

X1 X ...x X, ist die Menge aller geordneten n-Tupel (z1,...,z,) wobei
r1 € Xq,...,1, € X, .

Fir X x...x X (n Faktoren) schreibt man X" .

Bemerkung. Bislang wurde noch nicht das kartesische Produkt Ilz fiir
eine beliebige Menge = definiert, sodass II{X7, Xo} = X7 x Xy . Dies
erfordert noch weitere Vorbereitungen.

Eine Funktion (oder Abbildung) f: X — Y von einer Menge X in
eine Menge Y ist eine Teilmenge von X x Y ,ie. fC X XY , sodass
fir jedes © € X genauein y € Y existiert mit (z,y) € f .
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Diese Bedingung schreibt sich formaler
e (VeeX)FyeY) ((z,y) €f)
o (z.y1) (7, 42) €f = (1 =1y2)

Alternativ schreibt man auch y = f(x) fir (x,y) € f .

Eine Funktion f:X — Y heifit injektiv, wenn
o (z1,9), (22,y) € f = (21 =12)
Eine Funktion f:X — Y heifit surjektiv, wenn

o (WyeY)BreX)((zy)ef)

Eine Funktion f: X — Y heifit bijektiv, wenn sie injektiv und surjektiv
ist.

Eine bijektive Funktion f: X — Y liefert eine 1-1 Beziehung zwischen
den Elementen von X und Y . Beide Mengen haben ’gleich viele’
Elemente.

Fiir eine bijektive Funktion f: X — Y gibt es eine Inverse f1:Y — X
,namlich ' = {(y,2) : (z,y) € f} .

Die Komposition (Hintereinanderausfiihrung) von zwei Funktionen f :
X =Y und ¢g:Y — Z ist eine Funktion go f: X — Z | welche erklart
ist durch

gof=A{(x,z) : FeY) ((z,y) € fund (y,2) € 9)}

Eine spezielle Bijektion ist die identische Abbildung idyxy auf einer
Menge X | namlich idx = {(z,z) : z € X} .

Ist f:X — Y irgendeine Funktion, dann gilt foidy =tdyo f=f .
Ist f:X —Y bijektiv, dann gilt f'o f =idy und fo f~!=idy .

Oft wird mit Y* die Menge aller Funktionen von X nach Y bezeichnet.



Eine Relation zwischen zwei Mengen X wund Y ist eine Teilmenge
RC X xY . Falls X =Y , spricht man von einer binaren Relation.
Man beachte, dass jede Funktion eine spezielle Relation ist.

Ist R C X xY eine Relation, dann schreibt man oft = R y statt
(z,y) € R .

Ordnungsrelationen oder Aquivalenzrelationen sind typische Beispiele fiir
Relationen.

Als néchstes betrachten wir das Konzept einer indizierten Familie von
Mengen. Der Vorteil dieses Konzeptes ist, dass dieselbe Menge mehrfach
als Komponente in der Familie vorkommen kann.

Eine indizierte Mengenfamilie (mit Indexmenge I) ist eine Abbildung
F:I—-W.

Die Mengen, die in der Familie vorkommen, sind X; = F(i) fir jedes
1el .

Die Familie selbst wird oft in der Form (X; : i € I) bzw. (X;)ies
geschrieben.

Vereinigung und Durchschnitt (nur fiir [ # ) sind erklart durch
UXi={x : z€ X, flirein i €I} bzw.

el

NXi={x : z€X; furalle i €}

i€l

Damit kann nun das (beliebige!) kartesische Produkt einer Mengenfamilie
definiert werden.

Sei (X;)ier eine Mengenfamilie gegeben durch F : 1 — W .

Eine Auswahlfunktion fiir diese Familie ist eine Funktion f:I — W
mit der Eigenschaft dass f(i) € F'(i) fiir alle i € 1.

f 7wahlt” aus jeder Menge X; ein Element xz; = f(i) aus. Eine
Auswahlfunktion ist selbst eine Mengenfamilie, welche auch in der Form
(x; : 1 €1) bzw. (x;)ie; geschrieben wird.



Das kartesische Produkt [] X; ist definiert als die Menge aller Auswahlfunk-

i€l

tionen fiir die Familie (X;);er -

Beispiel. Sei I = {1,2} ,i.e. wir haben zwei Mengen X, X5 vorliegen.
Eine Auswahlfunktion wahlt ein 2; € X; und ein 25 € X, aus und kann
somit als geordnetes Paar (z1,x2) dargestellt werden, also erhalten wir in
diesem Fall im wesentlichen X; x X5 .

Bemerkung. Ist eine der Mengen von (X;);e; leer, dann gibt es keine
Auswahlfunktion.

Sei daher X; £ () fir jedes i€ 1. Ist J[X;#07

el

Die positive Antwort ist das sogenannte Auswahlaxiom. Dieses wird
spater ausfiihrlicher behandelt. Es kann aus den bisherigen Annahmen
iiber Mengen weder bewiesen noch widerlegt werden.

Auswahlaxiom. Jede Familie nicht-leerer Mengen besitzt eine Auswahlfunk-

tion.

Eigenschaften von Relationen.

Eine Relation R C X x X heif}t

reflexiv wenn (z,z) € R firalle z € X

irreflexiv wenn (z,z) ¢ R firalle z € X
symmetrisch wenn aus (z,y) € R folgt dass (y,z) € R
antisymmetrisch wenn (z,y) € R, (y,2) € R = z =y

transitiv wenn (z,y) € R, (y,2) € R = (2,2) € R

Eine Aquivalenzrelation ist eine Relation R C X x X welche reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist.

Wir definieren weiters als die R-Klasse von x € X die Menge

R(z)={ye X : (z,y) € R} .
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Eine Partition einer Menge X ist eine Familie von paarweisen dis-
junkten Teilmengen von X welche X {iberdecken.

Genauer: eine Partition von X ist eine Menge P mit
e pA£( furalle pe P
e pNg=10 firalle p,ge€ P mit p+#q
e UP=X.

Satz. (Beweis als Ubung)

1) Ist R eine Aquivalenzrelation auf X , dannist P = {R(z) : = € X}
eine Partition.

2) Ist P eine Partition von X | dann ist
R=A{(z,y) : x,y € p firein p € P} eine Aquivalenzrelation.

3) Die Konstruktionen in 1) und 2) sind zueinander invers.

Bemerkung: Ist R eine Aquivalenzrelation auf X , dann wird die
Menge aller Aquivalenzklassen oft auch mit X/R bezeichnet.

Sei f: X — Y eine Funktion. Das Bild von f ,Im f , ist die Menge
Imf={yeY : BreX)y=/,()}.

Der Kern von f , Ker f | ist die Relation
Ker f={(x1,29) € X x X : f(x1) = f(x2)}

Satz. (Beweis als Ubung) Sei f:X — Y eine Funktion.
1) Im f ist eine Teilmenge von Y

2) Ker f ist eine Aquivalenzrelation auf X

3) f induziert eine bijektive Abbildung X/Kerf nach Im f .

Weitere wichtige Relationen sind Ordnungsrelationen (wie wir sie etwa
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bei gewissen Zahlenmengen vorliegen haben, < bzw. <).

Eine Partialordnung auf X ist eine reflexive, antisymmetrische und
transitive Relation auf X .

Eine strikte Partialordnung auf X ist eine irreflexive, antisymmetrische
und transitive Relation auf X .

Beispiele.
1) <auf N |, Cauf PX sind Partialordnungen.

2) <auf N | Cauf PX sind strikte Partialordnungen.

Es gilt:
(i) Ist R eine Partialordnung, dann ist
S={(z,y) € R : x#y} eine strikte Partialordnung.
(ii)) Ist S eine strikte Partialordnung, dann ist
R=SU{(z,x) : x € X} eine Partialordnung.
Eine geldufige Schreibweise flir partial geordnete Mengen ist (X, <) und
(X, <) fir strikt partialgeordnete Mengen.

Sei (X, <) partialgeordnet. Gilt z <y und x # y dann schreibt man
dafiir auch x < y . Des weiteren sind die Notationen x >y und x >y
selbsterklarend.

Eine Partialordnung < auf X heiit Totalordnung, wenn je zwei Ele-
mente vergleichbar sind, d.h.

fur alle z,y € X gilt stets entweder * <y, r=vy oder =z >y .

Beispiel. C ist eine Partialordnung auf PX , aber keine Totalordnung.

Sei (X, <) eine partialgeordnete Menge. z € X heifit
e kleinstes Element von X wenn z <y firalle ye X

e minimales Element von X wenn y <z = y==x.
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Analog werden die Begriffe grof3ites Element und maximales Element
definiert.

Es gilt:

(i) Wenn ein kleinstes Element existiert, ist es minimal, und das eindeutig
bestimmte minimale Element.

(ii) Bei einer Totalordnung ist ein minimales Element das kleinste Element.

Beispiele.

(i) Betrachte (PX,C). Dannist () das kleinste Element, und X das
grofite Element.

(ii) Betrachte (PX \ {0}, <) . Dann gibt es kein kleinstes Element, und
die minimalen Elemente sind die einelementigen Teilmengen.

Sei nun R eine Relation auf X , und S eine Relation auf Y .

Die Strukturen (X, R) und (Y,S) heiBen isomorph wenn eine bijektive
Abbildung f: X — Y existiert mit der Eigenschaft

(5131,5132) €cR & (f([l?l),f(xg)) €S

Man schreibt dann (X, R) ~ (Y,S) . Offenbar kann der obige Isomor-
phiebegriff sinngemaf auf allgemeinere Situationen erweitert werden (Men-
gen mit mehreren Relationen).

Es gilt:
e (X,R)~(X,R) (identische Abbildung)
o (X,R)~(Y,S) = (V,S)~(X,R) (Umkehrabbildung)

S)
e (X,R)~(V,5), (V,9)~(ZT) = (X,R)~(Z,T) (Komposition
von Abbildungen)

Bijektionen.
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Auf welche Art und Weise kann die "Grofle” (”Anzahl der Elemente”,
Méchtigkeit) von Mengen gemessen werden, bzw. wann sind zwei Mengen
"gleich grof3”?

Obwohl die Menge der natiirlichen Zahlen noch nicht genau definiert wurde,
soll die Zahl n eine 'Standard’-Menge sein, sodass eine beliebige Menge
n Elemente besitzt, wenn sie bijektiv zu dieser 'Standard’-Menge ist.

Definition. Zwei Mengen X und Y haben die gleiche Machtigkeit
(Kardinalitat) wenn es eine bijektive Abbildung f: X — Y gibt.

Wir schreiben dafiir | X| = |Y] .

Bemerkung. Was das Symbol |X| bedeutet, ist vorderhand nicht
erklart. Obige Symbolik driickt nur die Existenz einer bijektiven Abbildung
zwischen zwei Mengen aus.

D.h. es wird (noch nicht) gesagt, was die Machtigkeit einer Menge ist,
sondern nur, wann zwei Mengen gleichmachtig ist.

Definition. X hat kleinere Kardinalitat (Méchtigkeit) als Y, | X| <
Y| , wenn eine injektive Abbildung f: X — Y existiert.

(IX] < [Y] wenn |X| <[Y]| und |X]# |Y])

Bemerkung. Interessanterweise kann ohne das Auswahlaxiom nicht

bewiesen werden, dass fiir zwei Mengen X und Y stets gilt dass | X| <
Y| oder |Y| < |X|. (siche Theorie der Kardinalzahlen)

Es gilt. Sei X # 0 und f: X — Y injektiv. Dann gibt es eine
surjektive Abbildung ¢:Y — X .

Beweis. Sei a € X beliebig gewéhlt. Zu y € Y sei (falls existent)
g(y) = x € X das eindeutig bestimmte Element mit f(z) =y , ansonsten
sei g(y) =a . Dannist ¢g:Y — X tatsdchlich eine Abbildung, offenbar
surjektiv, und es gilt go f =idxy . O

Die bisherige Notation suggeriert, dass wenn |X| < |Y| und |Y] < |X|
erfilllt sind, auch |X| = |Y| gilt. D.h. wenn es eine injektive Abbildung
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X — Y gibt und eine injektive Abbildung Y — X , dann gibt es eine
bijektive Abbildung X — Y . Dies ist tatsachlich der Fall und nichttrivial.

Satz. (Schroder-Bernstein)
(X[ <[Y], V< [X] = |X[=]Y]

Beweis.

Seien f: X —Y und ¢:Y — X injektiv. Wir nehmen oBdA an, dass
X und Y disjunkt sind. Weiters dass weder f mnoch g¢ bijektiv sind
(ansonsten wéren wir fertig).

y € Y heiit Elternteil von =z € X wenn g¢(y) =z . = € X heifit
Elternteil von y €Y wenn f(z)=1y.
(Offenbar ist y € Y Elternteil von ¢(y) , und x € X ist Elternteil von

f(@)).

Wegen der Injektivitat hat jedes x € X und y € Y hochstens einen
Elternteil. Weiters hat = € X (bzw. y € Y) keinen Elternteil wenn

x ¢ Img (bzw. y ¢ Imf).

Eine Vorfahrenkette fir z € X UY ist ein Tupel (zg,21,...,2,) wobei
20 =2z und z;;1 ist Elternteil von z; fir z=0,1,...,n—1.

2z hat unendliche Tiefe wenn 2z eine beliebig lange Vorfahrenkette be-
sitzt. Ist das nicht der Fall, gibt es eine langste Vorfahrenkette (zo, 21, ..., 2,)
fir z und n ist die Tiefe von z (z, hat dann keinen Elternteil).

Die Mengen X, bzw. X, bzw. X, bestehen aus den Elementen von
X mit gerader bzw. ungerader bzw. unendlicher Tiefe. Offenbar bilden
diese Mengen eine Partition von X .

Analog sind die Mengen Y, , Y, , Y, definiert.

Zu x € X gibt es die Vorfahrenkette (f(z),z,...) . Hat also z € X
eine endliche Tiefe, dann hat f(z) eine um 1 grofere Tiefe, hat = € X
unendliche Tiefe, dann hat f(x) ebenfalls unendliche Tiefe.

Damit bildet f die Menge X, in Yy ab, Xy in Y, ,und X, in Y .

Weil die Elemente von Y, und Y, offenbar Elternteile haben, ist f eine
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Bijektion zwischen X, und Y}, und zwischen X, und Y, , allerdings
keine Bijektion zwischen X, und Y. , weil nicht jedes Element in Y,
einen Elternteil besitzt.

Also X, <Y, . Xo L v, | X. < v
bijektiv injektiv bijektiv

Sei h: X —Y erklart durch

h(z) = f(x) wenn ze€ X, UX
n Y wenn z € Xg, g(y) ==

Wir zeigen nun, dass die Abbildung h bijektiv ist.

Sei y €Y . Falls y € YyUY, dann existiert ein x € X, U X, mit
f(z) =y und folglich h(z) = f(z) =1y .

Sei y € Y, und setze x = g¢g(y) . Dann ist = € X, (wegen der
Vorfahrenkette (z,y,...)) und h(z) =1y .

Damit ist A surjektiv.

Sei nun h(zy) = h(xs) =y .

Sind x1, 20 € X, U Xy dann f(z1) = f(z3) und folglich x; = x5 .
Sind z1,29 € Xy dann g(y) =1, g(y) =2 also x1 = x5 .
Seinun z1 € X, U X, und z9 € Xy . Dann ist

y = f(x1) = h(z1) = h(zy) mit g(y) = x2 . Wir erhalten die Vorfahren-
kette (x2,y,1,...) woraus x; € Xy folgt, ein Widerspruch! Dieser Fall
ist also nicht moglich.

Damit ist die Abbildung A bijektiv. [

Fiir einen weiteren Beweis betrachten wir zuerst zwei Hilfsergebnisse.

Lemma 1. Sei X eine Menge und p: PX — PX mit p(A) C p(B)
falls A C B . Dann gibt esein Z C X mit p(Z) =27 .

Beweis. Sei Z=J{ACX : ACp(4)}.
Sei Z =0. Annahme: p(0)) = A# 0. Wegen ) C A ist A= p(0) C p(A)
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und damit A C Z |, ein Widerspruch! Also p(0) =0 .

Ansonsten sei z € Z . Dann 3 A mit A C p(A) und z € A . Dann ist
weiters z € p(A) C p(Z) , folglich Z C p(Z) .

Weiters ist p(Z) C p(p(Z)) , und damit ist p(Z) einer der Mengen A |
also p(Z) C Z und insgesamt p(Z)=2. O

Lemma 2. Seien X und Y Mengenund f: X —Y und ¢g:Y — X
injektiv.

Fir ACX sei p(A)=X\gY\ f(A)).

Dann gilt p(A) Cp(B) fir ACB .

Beweis. Sei A C B . Annahme: 3z € p(A) \ p(B) .
reg(Y\f(B)) = z=g(y) firen y¢ f(B).

Weil AC B gilt f(A) C f(B) und Y\ f(B) CY \ f(A), und damit
y & f(A).
Es folgt x=g¢g(y) € g(Y \ f(A)) = z ¢ p(A), ein Widerspruch!

Folglich p(A) Cp(B). O

Weiterer Beweis des Satzes von Schroder-Bernstein:

Seien f: X —Y und ¢g:Y — X injektiv, und p:PX — PX wiein
Lemma 2.

Dann gibt es eine Menge Z C X mit p(Z) =7 .
Sei h: X — Y definiert durch

| f(z) wenn r€Z
h(a:)—{ Y wenn x & Z , g(y) ==
(Man beachte: z ¢ Z = z € g(Y\f(Z)) = x=g(y) firein y & f(2)).

Zur Ubung zeige man, dass h bijektiv ist. O
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Ein sehr wichtiger Fall, wo zwar eine injektive Abbildung zwischen zwei
Mengen existiert, aber keine bijektive Abbildung, ist die folgende Aussage.

Satz. (Cantor)

Sei X # (. Dann gilt |X| < |[PX] .

Beweis. Die Abbildung f : X — PX mit f(z) = {z} ist offenbar
injektiv, also | X| < |PX] .

Annahme: 3 h: X — PX bijektiv. Sei Y ={x e X : ¢ h(z)}.
Laut Voraussetzung 3y € X mit h(y) =Y . Dann gilt aber

yeY = y¢Y und y¢Y = y €Y , ein Widerspruch! [

Endliche Mengen - Uberblick.

In Vorwegnahme des Kapitels tiber Ordinalzahlen bezeichnen wir mit n
eine ”Standard” n-elementige Menge, die rekursiv gegeben ist durch

n={0,1,2,...,n—1}
Dabei gilt dann die Entsprechung 0 ~ () , und damit weiters

1={0} ~{0}, 2={0,1} ~{0,{0}} etc.

Wir setzen N = {0,1,2,3,...} und sagen dass eine Menge n Elemente
besitzt wenn es eine Bijektion X — n gibt.

Satz. Gibt es eine Bijektion zwischen n und m , dann ist n=m .

Folgerung. Zu jeder Menge X gibt es hochstens ein n sodass X
bijektiv zu n ist.

X heifit endlich, wenn ein derartiges n existiert (und wir schreiben
| X| =n) , sonst unendlich.

Genauer, Peano-endlich bzw. Peano-unendlich.

Eine Menge X heifit Dedekind-unendlich, wenn eine Bijektion zwischen
X und einer echten Teilmenge von X existiert, sonst Dedekind-endlich.
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Stets gilt: Peano-endlich = Dedekind-endlich

Fiir den Beweis der Umkehrung wird zwingend das Auswahlaxiom bendtigt
(d.h. die Aussage ist ohne Annahme des Auswahlaxioms nicht beweisbar).

Weitere Aussagen iiber endliche Mengen sind

Satz. (Inklusions-Exklusions-Prinzip)

Sei U eine endliche Menge und (A;);c; eine Familie von Teilmengen von

U .
Fir JCI, J#0D sei Aj=()A4;,undsei Ay=U .

1€

Dann ist die Anzahl der Elemente, die in keiner Menge A; liegen gleich
> (=1)M114,]
JCI

Satz. Sei |X|=m, |Y|=n.

1) Es gibt n™ Funktionen von X nach Y |

2) Esgibt n(n—1)...(n —m+1) injektive Funktionen von X — Y |

3) Esgibt > (—1)/ (?) (n — 7)™ surjektive Funktionen von X — Y .
j=0

Abzahlbare Mengen.

Eine Menge X heifit abzahlbar (oder abzdhlbar unendlich), wenn |X| =
IN| , und héchstens abziahlbar wenn es eine injektive Abbildung X — N
gibt.

Satz. X ist hochstens abzahlbar < X ist endlich oder abzahlbar.

Beweis. 7<"” ist trivial.
"=": Sei f:X — N injektiv. Definiere ¢g: X — N durch
g(xr) =0 wenn f(x) das kleinste Element von f(X) ist,
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g(z) =n wenn f(z) das kleinste Element von

FX\A{g7(0),..., g7 (n = 1)}) ist.

Dieser Prozess endet entweder nach endlich vielen Schritten (wenn ¢(X) =
{0,1,,...,n— 1} , und damit ist X endlich).

Ansonsten ist g bijektiv. [

Bemerkung. Ist X hochstens abzahlbar, dann konnen die Elemente
von X als endliche Folge x¢,21,...,2,-1 (Aufzdhlung der Elemente)
oder als unendliche Folge x(,x1,xo,... geschrieben werden.

Satz. d surjektive Abbildung N — X < X ist hochstens abzahlbar.

Beweis. 7<«"” ist trivial.

"=": Sei g: N — X surjektiv. Fir jedes x € X hat die Menge
{n €N : g(n) ==z} ein kleinstes Element m, .

Sei f:X — N erklart durch f(x) =m, . Dann ist f injektiv weil

f(@)=fly) = mz=my = x=g(m;)=g(my)=y. O

Satz.

(a) Die Vereinigung von hochstens abzéhlbar vielen Mengen, welche hochstens
abzahlbar sind, ist hochstens abzahlbar.

(b) Das kartesische Produkt von zwei héchstens abzdhlbaren Mengen ist
hochstens abzahlbar.

Beweis. Wir zeigen zuerst, dass N x N abzahlbar ist.
Sei Sy ={(,j) e NxN : i4+j=k}.

Wir erhalten damit endliche Mengen .Sy, S1,.59,... , und die Menge S}
hat die £+ 1 Elemente (0,k),(1,k—1),...(k,0) .
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ete.

Wir betrachten die Anordnung: zuerst das Element von Sy , dann die
beiden Elemente von S; , dann die drei Elemente von Sy usf.

Dies liefert eine Bijektion N x N — N | und damit ist N x N abzahlbar.
(Ubung: diese Bijektion ist gegeben durch f((i,)) = LEEHED 4 g

2
etc.

Zu (b): Sind X,Y hochstens abzahlbar, gibt es abzdhlbare Mengen
XY mit X CX und Y CVY'. Folglich [X x Y| <|X'xY|.
etc.

Zu (a): es genligt zu zeigen, dass die abzahlbare Vereinigung von abzéhlbaren
Mengen wieder abzahlbar ist.

Seien Xy, X1, Xo,... abzdhlbare Mengen und X; = {x;, x;1, s0,...} fiir
jedes 1.
Dann ist die Abbildung f:NxN— |J X; mit f((¢,7)) = xi; surjektiv,

1€EN
folglich ist die Vereinigung abzahlbar. [

["Jbung. Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist abzahlbar.
(Hingegen ist die Menge aller Teilmengen von N nach dem Satz von
Cantor nicht abzahlbar.)

Folgerung. 7Z und Q sind abzahlbar.

Satz. R ist nicht abzahlbar.

Beweis. Annahme: R ist abzahlbar. Dann ist auch das offene Intervall
(0,1) € R abzdhlbar und kann als Aufzdhlung (0,1) = {ro,r,7,...}
geschrieben werden.

Jedes 7; kann als unendlicher Dezimalbruch geschrieben werden (eventuell
mit unendlich vielen Nullen am Schluf}),

Ty = O.xioxilxig ... wobei 0 S Tij S 9

Seinun y; =7 wenn xz; #7 ,und y; =3 wenn x; =7 .
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Dann ist y; # x; fir jedes i, und die Zahl r = O.yoy192 ... kommt in
der Liste nicht vor, ein Widerspruch! [
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