Konstruktion der reellen Zahlen

Zur Wiederholung: Eine Menge K (mit mindestens zwei Elementen)
heiit Korper, wenn fiir beliebige Elemente z,y € K eindeutig eine
Summe z+y € K und ein Produkt z-y € K definiert ist, sodass (K, +)
eine abelsche Gruppe ist, wobei das neutrale Element mit 0 bezeichnet
wird und das zu x inverse Element mit —z. Des weiteren ist (K \ {0}, ")
eine abelsche Gruppe, wobei das neutrale Element mit 1 bezeichnet wird,
und das zu z inverse Element mit =! bzw. % . Dariiberhinaus gilt das
Distributivgesetz (r+vy)-z=x-24+y- 2.

Ein Korper K heifit geordnet, wenn eine Beziehung > 0 definiert ist,
sodass fiir jedes = € K genau eine der Beziehungen z =0, x > 0 oder
—x > 0 erfillt ist. Des weiteren folgt aus z,y >0 dass x+y >0 und
x -y >0 ist.

(Im Falle >0 heifit = positiv, im Falle —2 >0 heiffit = negativ.)

Damit konnen nun die Beziehungen = >y bzw. x > y definiert werden,
falls namlich z —y >0 bzw. =z —y > 0. Analog werden = <y bzw.
xr <y definiert.

Daraus folgt dann, dass stets genau eine der Beziehungen

r=y,r<y,y<ax gilt.

Weiters gilt x <y, y<z = <z , v<y = v+2<y+z und

r<y, z2>0 = xz<yz.

Wir setzen voraus, dass bereits der geordnete Korper @Q der rationalen
Zahlen vorliegt bzw. konstruiert wurde.

Q ist allerdings in mancherlei Hinsicht unbefriedigend, weil



1) es Cauchy-Folgen in @Q gibt, welche nicht in @Q konvergieren, wie
etwa die Folge a1 =1, ap1 =%+ ai :

2) etwa die Gleichung z? =2 nicht in Q gelost werden kann.

Definition. Ein geordneter Korper K heifit vollstandig wenn jede
Cauchy-Folge in K konvergiert, d.h. einen Grenzwert in K besitzt.

Es stellt sich nun die Frage, ob @Q =zu einem grofleren geordneten Korper
erweitert werden kann, der vollstandig ist und wo jede Gleichung der Form
2" =a , a€Q, a>0 losbhar ist.

Dieses Problem wurde zuerst von Dedekind (1831 - 1916) gelost. Er be-
nutzte fur seine Konstruktion die nach ihm benannten Dedekind’schen
Schnitte.

Bei einer weiteren Konstruktionsmoglichkeit kommen Intervallschachtelun-
gen zum Tragen.

Wir arbeiten hier mittels Cauchy-Folgen in @ . Dazu fithren wir auf der
Menge aller Cauchy-Folgen aus Q folgende Relation ein.

Definition. Zwei Cauchy-Folgen (x,), (y,) aus Q heiflen &quivalent,
(xn) ~ (Yyn) , wenn lim (z, —y,) =0 .
n—oo

Es ist elementar nachzuweisen, dass obige Relation eine Aquivalenzrelation
ist. Anschaulich bedeutet dies, dass die beiden Cauchy-Folgen dieselbe
”Stelle” beschreiben.

Bemerkung. Ist (y,) eine Teilfolge von (z,,) , dann gilt (z,) ~ (y.) -

Wir haben damit eine Klasseneinteilung auf der Menge aller Cauchy-Folgen

aus Q .

Die Aquivalenzklasse, welche zu einer gegebenen Folge (x,) gehort, wird
mit C(,,) bezeichnet.

Ist (x,) eine konstante Folge, also =, =2 € Q fiir alle n € N, dann
bezeichnen wir die zugehorige Aquivalenzklasse mit C',) .

Die Aquivalenzklassen werden mit A, B,C,...,X,Y,Z bezeichnet.



Greifen wir aus einer Aquivalenzklasse X einen Reprisentanten (z,)
heraus, dann schreiben wir (x,) € X . Ist also (x,) € X , dann gilt

Definition. Eine reelle Zahl ist eine Aquivalenzklasse von Cauchy-Folgen
rationaler Zahlen. Die Menge der reellen Zahlen wird mit R bezeichnet.

Seien nun (z,) ~ (x}) und (y,) ~ (v),) . Dann gilt (z,+y,) ~ (x), + )
sowie (Ty - yn) ~ (2}, - Yp) -

Wir beweisen die zweite Aussage. Da Cauchy-Folgen beschrankt sind, gibt
es ein positives M € Q sodass |z,| < M, |y,| < M firalle ne N .

Weiters gibt es zu jedem ¢ € Q, € > 0 ein N, € N sodass |z, —2,| < 557
und |y, —y,| < 557 firalle n> N, .

Damit erhalten wir fir alle n > IV,
Tt — oYl = [0 (Yn — yp) + yp (@ — 23,)| <

< Jznllyn = ynl + [ynllzn — 2| < Mgiz + Mgz = €

Folglich ist (x,, - y,) ~ (2}, - y) .

Folgerung. Firr X,Y € R sind damit die Operationen
X +Y =C,) + Oy = Clantyn)
XY =C,) - Oy = G
wohldefiniert.

Satz. Mit diesen Operationen bildet R einen Korper.

Das neutrale Element bzgl. der Addition ist C|g) , und das inverse Element
von X = C(xn) ist —X = C(_xn) .

Das neutrale Element bzgl. der Multiplikation ist C'y) .

Ist X=0C,,)€eR, X #0,dann gibt esein 6 € Q, 6 >0 und ein
Ns € N sodass |z,| > firalle n > Ny .



Die Folge (z,) mit z, = xi falls x, #0 und 7z, =0 falls x, =0 ist
ebenfalls eine Cauchy-Folge.

Setzen wir X ! = C@,) dann gilt X - X1=1. O

Wir definieren als nachstes eine Ordnung auf R .

Dazu nennen wir eine Cauchy-Folge (z,) aus Q positiv , wenn ein
0€Q, d>0 undein Ny € N existiert mit x,, > ¢ fur alle n > Ny .

Man sieht dann leicht: Ist eine Cauchy-Folge in einer Aquivalenzklasse
positiv, dann alle anderen auch.

Definition. Sei X € R. Wir setzen X > 0 wenn alle Cauchy-Folgen
aus X positiv sind.

Damit kann gezeigt werden
Satz. R ist ein geordneter Korper.

Beweis.

(a) Ist eine Cauchy-Folge (z,) aus Q nicht dquivalent zu (0) , dann ist
(|xn|) positiv.

Ansonsten wiirde es eine streng monoton steigende Folge (nj) natiirlicher

Zahlen geben mit |z,,| < 1 , folglich klim Tp, =0 und damit (x,) ~ (0)
—00

, ein Widerspruch.

(b) Ist (|z,|) positiv, dann gibt esein 6 € Q, 6 >0 und ein Ns € N
mit |z,| > 4§ fir alle n > Nj

und, weil (z,) eine Cauchy-Folge ist, ein Ny € N mit |z, —x,| < g fiir
alle m,n > Nj .

Ist nun mgy > max{Ns, N} , dann gilt
Ty >0 oder —xp, >0 .
Falls x,, > d und n > max{N;, N5} , dann

Ty — Tn < Ty — Xn| < g und



NS,

Ty, > Ty — g > ¢, alsoist (x,) positiv.

Falls —x,,, > ¢ und n > max{N;, N5} , dann
Ty — Ty < [Ty — @] < g und

—Ty, > —Tpy — 2 > 2 alsoist (—z,) positiv.

0

(¢) Seien X, Y € R mit X >0, Y >0 und (x,) € X und (y,) €Y .

Dann gibt esein 6 € Q, 0 >0 undein Ny € N mit =, >0, y, >0
fur alle n > Ny .

Folglich ist z, +yn >0 4+6 =20 >0 und z, -y, > 6% > 0.
Also X4+Y >0 und X-Y>0. 0O

Wir betrachten jetzt die Abbildung F': Q — R mit F(z) = C(, .

Offenbar ist F' injektiv, und folgende Eigenschaften konnen einfach gezeigt
werden:

(1) Fle+y)=F(x)+ F
(2) F(z-y)=F(z) - Fly
3) x<y = F(z) < F(y)

Sind X,Y € ImF' , dann

(4) F Y X +Y)=FYX)+F YY)
(5) F7H(X - Y)=F'(X) F'(Y)
6) X <Y = FYX)< F YY)

y)

(
)

Somit konnen wir von einer Einbettung von @Q in R sprechen, weil es
unerheblich ist, ob wir in Q nach den Rechenregeln von @ rechnen oder
in ImF nach den Rechenregeln von R . Aus diesem Grund bezeichnen
wir auch eine reelle Zahl X € ImF' als rationale Zahl.

Als weitere Ergebnisse erwahnen wir



Satz. Sei X € R mit X > 0. Dann gibt es eine rationale Zahl Y € R
mit 0<Y <X .

Beweis. Wihle (z,) € X . Dann gibt esein § € Q, § > 0 und ein
Ns € N mit z,, > ¢ furalle n > Nj .

)

Die Cauchy-Folge (x, —35) ist dann ebenfalls positiv. Setze Y = Clay -

Dann ist Y rational und positiv.

Weiters ist X —Y = C’(xn_g) ,und damit 0 <Y < X . [

Satz.
(1) Firalle z € Q gilt |F(x)| = F(|z|),
(2) Fiir alle X € ImF gilt |F1(X)|=F1(|X]) .

Im abschlieSenden Teil werden wir zeigen, dass R vollstandig ist. Dies
geschieht in mehreren Schritten.

Satz. Sei (z,) eine Folge aus Q , und sei X,, = F(z,) fir alle n .

Dann ist (z,) eine Cauchy-Folge in Q genau dann, wenn (X,,) eine
Cauchy-Folge in R ist.

Bewelis.

(1) Sei (x,) eine Folge aus Q. Zu € € R, € > 0 gibt es eine rationale
Zahl ¢ e R mit 0 <&’ <e.

Zur positiven Zahl F~1(¢') € Q gibt es eine natiirliche Zahl N mit
2 — 2| < F7YE') fiir alle n,m > N .

Nun gilt
[ X = Xin| = [F(2n) = F(2m)| = [F(2n — 2m)| =
= F(|lz, —xn]) < F(F71(¢')) =& < ¢ firalle n,m> N .

Damit ist (X,) eine Cauchy-Folge in R .

(2) Sei (X)) eine Folge aus R. Zu e € Q, ¢ >0 gibt esein N € N



mit
| X, — Xpn| < F(e) fir alle n,m > N .
Analog wie zuvor erhalten wir |z, — x,,| < e fir alle n,m > N .

Damit ist (z,) eine Cauchy-Folgein Q. [O

Satz. Sei (X)) eine Cauchy-Folge in R , und sei X, rational fiir alle
n € N . Dann existiert ein X € R mit lim X, = X .

n—0o0

Beweis. Wibhle fiir jedes n x, € Q mit F(z,) = X, . Gemaf vorher
ist (x,) eine Cauchy-Folge in Q und definiert daher eine reelle Zahl X

Wir behaupten, dass lim X, = X .

n—oo

Seinun ¢ € R, ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es eine rationale Zahl ¢ € R
mit 0 <é&' <e.

Zu ¢t = F71(¢) € Q existiert ein N € N mit
|2y — x| <5 fiiralle n,m >N .

Fiir ein beliebiges, aber festes m mit m > N betrachten wir nun die

Folge (yém)) , wobei

Dies ist eine Cauchy-Folge in Q , weil mit (z,) auch (z, —x,) (bei
festem m) eine Cauchy-Folge ist. Sie ist iiberdies positiv, weil

" =&t = oy —wa| > =5 =5 >0 fir n>N.

Damit C(ygm)) = Cler—jzp—an)) > 0, folglich  Cypy, s, ) < Cor = e .

Weiters | X, — X| = |C(xm) — Clan)

= |C(xm,zn) = O(|xm7‘rn|) <e <e.

Also gilt fiir alle m > N dass |X,, — X|<e,ie. lim X,=X. O

n—oo

Folgerung. Sei X € R und ¢ € R, ¢ > 0. Dann gibt es eine rationale
Zahl X' e R mit |[X —X'|<e.



Beweis. Wihle (z,) € X . Wegen des vorherigen Satzes gilt lim F(z,) =
n—oo

X . Es existiert daher ein N € N mit |F(z,) — X| <e firalle n > N
. Wahle etwa X' = F(zy41) . O

Satz. R ist vollstandig.

Beweis. Sei (X,) eine Cauchy-Folge in R .

Fir jedes n sei g, = F(%) € R . Dann gilt 7}1_}1{)10 en=0.

Weiéhle fiir jedes n eine rationale Zahl X/ mit |X, — X,| <e, .
(a) Wir zeigen, dass (X)) eine Cauchy-Folge in R ist.

| X5 — X0 <X = Xl + X — X + [ X5, — Xin| < &n+[Xn — Xin| +en
Z/u e R, >0 existiert ein N € N mit
en<3,em<zg,|Xp—Xyl<§ firale n,m>N .
Folglich |X! — X! | <e fiir alle n,m > N , und weiters ist (F~}(X))
eine Cauchy-Folge in Q .
(b) Sei X = Cp-1(x7)) . Wir zeigen nun, dass X,, — X .
Wegen des vorherigen Satzes gilt X/ — X | und weiters
X, — X| <X, - X'|+ X — X|<e,+|X], - X]|.
/u € R, >0 existiert ein N € N mit
en <3, |X,—X|<§5 firalle n>N .

Daraus folgt |X, — X| <e firalle n> N ,ie lim X, =X . O

n—oo

Folgerung. Eine reelle Zahlenfolge konvergiert genau dann, wenn sie eine
Cauchy-Folge ist.

Sei (I,) eine Intervallschachtelung in R , i.e. fir alle n € N gilt
I, = [an,b,] mit I,y C I, und b, —a, =7, — 0.



Wihle ¢, € I, fir jedes n € N. Weil ¢, € I,, fir m > n ,ist (c,)
eine Cauchy-Folge und konvergiert folglich. Sei lim ¢, = c .

n—oo

Man sieht leicht, dass {c} = () I, und lim a, = lim b, =c..
n—oo

Sei nun () # A C R nach oben beschrankt, und B C R die Menge der
oberen Schranken von A .

Es ist einfach zu sehen, dass es zu jedem ¢ >0 ein a € A undein b € B
geben muss mit b —a < ¢ .

Fir jedes n € N wahle a, € A, b, € B mit bn—an<%

monoton steigt und (b,) monoton fallt.

, wobei (ay)

Gemaf vorher existiert ein ¢ € R mit {c} = () I, wobei I, = [a,,b,] .
neN

Zur Ubung: ¢ ist die kleinste obere Schranke von A .

Also besitzt jede nichtleere nach oben beschrankte Teilmenge von R ein
Supremum, und analog jede nichtleere nach unten beschrankte Teilmenge
ein Infimum.



