Definition des K-Vektorraums

Es sei K ein Korper (meist R oder C).

Informell. Ein K-Vektorraum ist eine Menge V', auf der eine ” Addition”
von je zwei Elementen aus V' und eine ” Multiplikation” von Elementen aus
K mit Elementen aus V' mit gewissen Eigenschaften erklart sind.

Definition. Ein K-Vektorraum (bzw. Vektorraum iiber K) ist ein Tripel
(V.+,-) , wobei V eine Menge ist, 7 +7 :V xV =V ((v,w) — v+ w)
und 77 K xV —V ((A\v)— A-v) Abbildungen sind, sodass folgende
Eigenschaften erfiillt sind:

1) (V,+) ist eine abelsche Gruppe, d.h.
VoweV : v+w=w+v (Kommutativitit)
Vowu€eV v+ (w+u)=(v+w)+u (Assoziativitit)
30€V mit v+0=v VveV (0 heifit Nullvektor)
VoeV 3 —veV mit v+ (—v)=0

2) VoweV und V A\ pueK gilt:
A+p)-v=0ANv)+(n-0)
A(v+w)=AN-v)+ (N w)
(Ap)-v=A-(p-v)

l-v=wv (1 ... Einselement in K)

Die Elemente eines Vektorraums V' heiflen Vektoren , die Elemente von
K Skalare , und K ist der sogenannte Skalarenkorper.



Bemerkungen.

e Die Operationen 7 +7” und 7 -7 beschreiben also die Addition von
Vektoren und die Multiplikation von Skalaren mit Vektoren.

e Die Subtraktion von Vektoren ist in offensichtlicher Weise defininiert,
namlich durch v —w = v + (—w) .

Wir werden folgende vereinfachte Schreibweisen verwenden:
Vostatt (V) +,-)

Av o statt A

v+ pw  statt (A -v) + (g w)

1 statt ATt (fiir A € K)

Mittels vollstandiger Induktion folgt sofort, dass Ausdriicke der Form

v + v+ ...+ v, bzw. A\uvp + Ave + ... + A\u, wegen der Assoziativitat
der Addition wohldefiniert sind.



Grundlegende Beispiele fiir Vektorraume.

1. Sei K ein Korper. Dann ist
K" ={x = (21,22, ...,2,) : 7, € K Vi=1,2....,n}
ein K-Vektorraum mittels der Operationen
(@1, 2, ooy @) + (Y1, Y25 s Un) = (@1 + Y1, T2 + Y2, -, T + Yn)
A (21, @0, ..y 1) = (Axg, Ag,y .., ATy,)
Offenbar ist der Nullvektor gleich 0 = (0,0, ...,0) und der inverse Vektor
u x = (T1,%9,...,T,) ISt —x = (—x1,—X9,...,—Tp) .

Fiir K =R bzw. K = C ergeben sich hier der R-Vektorraum R"™ und der
C-Vektorraum C" .

Fir n = 1 bedeutet dies, dass K ein Vektorraum iiber sich selbst ist.

2. Sei X eine beliebige Menge und V' ein K-Vektorraum. Dann ist
Abb(X,V)={f: X =V : f ist eine Abbildung}
ein K-Vektorraum mittels der Operationen

(f,9)— f+g wobei (f+g)(z)=f(z)+g(x) VeeX
(A, f)—=Af  wobei (Af)(z)=Af(z) VexeX

In Vektorraum Abb(X, V') sind die Vektoren also Abbildungen X — V.

Der Nullvektor in Abb(X, V) ist die sogenannte ”Nullabbildung” 0: X —
V', welche jedem z € X den Nullvektor in V' zuordnet.

Das inverse Element von f : X — V bzgl. der Addition ist die Abbildung
—f X — V | welche durch (—f)(z) = —f(z) Vx € X gegeben ist,
wobei —f(x) das zu f(x) inverse Element in V' bezeichnet.

Spezialfall. Fir V = R bzw. V = C erhalt man auf diese Weise die
Vektorraume Abb(X,R) bzw. Abb(X,C) , und in weiterer Spezialisierung
etwa die Vektorraume Abb(R,R) bzw. Abb(C,C) .
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Beispiel. Seien f,g: R — R mit f(z) = 2% und g(z) = ¢” . Dann ist
f + ¢ die Abbildung, die durch (f + g)(x) = 2% + ¥ gegeben ist.

3. (Spezialisierung von 2., Polynome vom Grad < n)

Sei P,={p:R—R : Ipy,p1,..0n € R mit p(t) = py+ pit + pat® +
o+t VteR}

Dann ist P, € Abb(R,R) und wird mit den Operationen von 2. ein
R-Vektorraum.

Fir p(t) = po + pit + pot® + ... + put™ , q(t) = qo + @1t + @t* + ... + gut"
und A € R gilt namlich

(p+q)(t) = (po+q) + (1 + @)t + ... + (P + @u)" € Py,
(Ap)(t) = Apo+ (Ap1)t + ... + Ap)t" € Py, .

Bemerkungen. Sei p(t) = pg + pit + pat? + ... + p,t" . Die grofite Zahl
m mit p,, # 0 heifit der Grad des Polynoms p.

Der Nullvektor in P, ist das "triviale Polynom” p(t) =0 V¢ . Es hat per
definition den Grad —1 .

4. Man beachte, dass R" auch ein Vektorraum iiber Q ist, und C" auch
ein Vektorraum tber R ist.

Erste einfache Eigenschaften bzw. Rechenregeln
Sei V' ein K-Vektorraum. Dann gilt:

1) 0-v=0 VveV

2) A-0=0 VXieK

3) Av=0 = A=0 oder v=0

4) (-1)-v=—v YveV.
Beweis.

zul): 0-v=(040)-v=0-v+0-v. Somit ist 0-v das neutrale
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Element bzgl. der Addition, also 0-v =0 .

zu2): A-0=XA-(0+0)=A-0+X-0. Somit ist A-0 das neutrale
Element bzgl. der Addition, also A-0=0.

zu3): Sei A-v=0. Wenn A =0, dann ist auch A - v = 0 wegen 1) .
Wenn A # 0, dann v =1-v= A" A\)v=X"1-(A-v) =0 wegen 2) .

md): v+ (-1)-v=1-v+(-1)-v=(1-1)-v=0-v=0. Das
heifit, dass (—1) - v das (bzgl. der Addition) inverse Element zu v ist, also
(1) v=—v.



