Basis und Dimension

Definition. Sei V' ein K-Vektorraum und (v;);c; eine Familie von Vek-
toren aus V .

1) (vi)ier heiBt ein Erzeugendensystem von V | wenn Span(v;) =V .

2) (v;)ier heifit Basis von V | wenn (v;) Erzeugendensystem und linear
unabhangig ist.

(Die Anzahl der Elemente einer Basis heifit die Lange dieser Basis (ist
eventuell co)

Beispiele.
1) Sei V =K" . Wie zuvor gezeigt wurde, ist die Familie (ey,es,...,€,)

mit e¢; = (0,..,0, 1 ,0,..0) linear unabhéngig.
i—teStelle

Sei nun v = (ay, as, ...,a,) €V .
n
Dann gilt offenbar v = aje; + ases + ... + ane, = > ae; .
i=1

Damit ist (eq,es,...,€,) auch ein Erzeugendensystem, mithin eine Basis,
und heiflt die kanonische Basis im K" .

2) Gegeben seien die Vektoren vy = (3,—1), vo = (4,1) , v3 = (—1,2)
im R? .

(v1) ist linear unabhingig, aber Span(v;) # R?

(v1,v9,v3) sind linear abhéngig (weil 9v; — bvg + Tvg = 0) , und spannen
den R? auf, - sind also ein Erzeugendensystem, aber keine Basis.

Man iiberlege sich : (v, vs) sind eine Basis des R? .

3) C als C-Vektorraum hat die (kanonische) Basis (1) .
C als R-Vektorraum hat die Basis (1,1) .



4) (po,p1s ..., pn) mit p;(t) =" ist Basis von P, .

5) Per definition ist die leere Familie Basis des Nullvektorraums {0} .

Satz. Sei (v;);e; eine Familie von Vektoren im K-Vektorraum V' # {0}
. Dann sind folgende Aussagen dquivalent :

1) (v;)ier ist Basis von V',

2) (v;)ier ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem, d.h. VJ C T, J # 1
gilt Span(v;)ics #V .

3) (v;)ier ist eine unverlangerbare linear unabhéngige Familie, d.h. (v;);er
ist linear unabhéngig und jede Familie (v;)jey mit I C J , I # J ist
linear abhangig.

4) (vi)ier ist ein Erzeugendensystem und jeder Vektor v # 0 besitzt eine
eindeutige Darstellung als Linearkombination der (v;);er -

Beweis. 4) = 1) : siche Satz vorher.

1) = 2) : Annahme : (v;);e; ist verkiirzbares Erzeugendensystem, d.h.
3JCI, J#1 und Span(v)es =V .

Wiéhle ig € I\J . Weilv;, € V' gibtes iy,i9,....,7, € J und Ay, Ag, ..., A\, €
K mit Vi, = )\17)1'1 + )\22)2‘2 + ...+ )\rvir bzw. (—1)"01‘0 + /\1U¢1 + )\Q'UZ‘Z + ...+
)\T’Uir =0.

Damit ist aber (v;,,vj,,...,v;,) linear abhangig, ein Widerspruch. Also ist
(vi)ier ein unverkiirzbares Erzeugendensystem.

2) = 3) : Wir zeigen zuerst, dass (v;);er linear unabhangig ist. Weil
V#{0},gilt I #0. Wenn [ ={i;} und v =w;, , dann ist v # 0 und
V =Kv und (v) ist linear unabhéngig.

Sei also |I| > 2 . Waére (v;);es linear abhéngig, dann 3 k& € [ mit
vp € Span(v;)ienxy und damit Span(v;)icp gy = V', ein Widerspruch.
Damit ist (v;);er linear unabhéngig.

Nun zeigen wir, dass (v;);e; nicht linear unabhéngig verldngert werden
kann.



Annahme : 3J 21, J# 1 und (v;);e;s ist linear unabhéngig.

Wiéhle ig € J\I. Weil (v;);e; laut Voraussetzung ein Erzeugendensystem
ist, gibt es 41,79, ...,%, € [ und A, Ao, ..., A € K mit v, = \vy, + Aavj, +
.. + Av; . Dies bedeutet aber, dass (v;);e; linear abhéngig ist, ein
Widerspruch.

3) = 4) : Aus der linearen Unabhéingigkeit folgt die Eindeutigkeit der
Darstellung (siehe vorher).

Wir zeigen nun, dass (v;);c; ein Erzeugendensystem ist. Sei v € V .
Wiéhle ein Element ig ¢ I und setze J =1U{is} und v;, =v .

Laut Voraussetzung mufl dann (v;);c; linear abhéngig sein, also muf es
Vi, .., Uy, mit 41,...,%, € I geben, sodass wv;,,v;,,...,v; linear abhangig
sind. Dies bedeutet, dass eine nichttriviale Darstellung Av;, + Av;, + ... +
A, =0 existiert.

Da (vj,...,v;) linear unabhingig sind, mufl A # 0 sein, und damit

A A
Vip = =30, + ... — Fv;, . Also v = v, € Span(v;)ier . O

Folgerung. (Basisauswahlsatz)

Sei der K-Vektorraum V' endlich erzeugt, d.h. V besitzt ein endliches
Erzeugendensystem (v1,vs,...,v,) . Durch sukzessives Wegnehmen von
Vektoren erreicht man in endlich vielen Schritten ein unverkiirzbares Erzeu-
gendensystem.

Dies heiflt, dass aus einem endlichen Erzeugendensystem eine Basis aus-
gewahlt werden kann.

Fiir den spater folgenden Austauschsatz von Steinitz ist folgender Hilfssatz
wichtig.

Lemma. (Austauschlemma)
Sei (v, vs,...,v,) eine Basis von V und sei w = A\vy; + ... + \v, .
Gilt A\ # 0, so0ist (v1, ..., V61, W, Vi1, ..., ;) wieder eine Basis.

(Hier kann also v durch w ausgetauscht werden)



Beweis. oBdA kann k=1 (bzw. A; # 0) betrachtet werden (ansonsten
Umnumerierung der Basisvektoren). Zu zeigen ist also, dass (w,vs, ..., v;,)
eine Basis ist.

Sei v € V . Dann gibt es gy, o, ..., it € K sodass v = pivy + povo + ... +

1 A A -
vy - Wegen vy = s-w — $20p — ... — §& ist

v = 5w+ (2 — i—?)’Ug + o+ (e — i—;’)vr :
Also ist (w, vy, ...,v,) ein Erzeugendensystem.

Nun gelte aw + agvy + ... + a,v, = 0 . Dann ist aljv; + (adg + a2)ve +
o+ (@ + ap)v, =0 . Weil (v1,vs,...,v,) linear unabhéngig ist, gilt

adi =0, aa4+as=0,..., a\,+a, =0
Weil A\ #0 ,ist @« =0 und damit as =...=a, =0 .

Dies wiederum bedeutet, dass (w,vs,...,v,) linear unabhéngig ist, also
insgesamt eine Basis. [

Satz. (Austauschsatz von Steinitz)
Sei (vy,va,...,v,) eine Basis des K-Vektorraums V' | und sei (wy, w, ..., wy,)
eine linear unabhéngige Familie.

Dann ist n <7 ,und 3i,49,...,%, sodass v; gegen w; ,v;, gegen ws
, e, U gegen w, ausgetauscht werden konnen und man wieder eine
Basis erhalt.

(D.h. wy,wy, ...,w, und geeignete Vektoren aus (v, vy, ...,v,) bilden eine
Basis)

Beweis. w; ist Linearkombination der Vektoren (vi,vs,...,v,) , etwa
w1 = AMo1 + Ave + ... + Nu, . Weil wy #£ 0, gibt es ein k£ mit Ay # 0 .

Mittels des Austauschlemmas kann w; gegen v, ausgetauscht werden.
Nach geeigneter Umbenennung der Basisvektoren ist dann (wy, ve, ..., v;,)
eine Basis.

Nun ist ws Linearkombination der Vektoren (wy,ve,...,v,) , etwa wo =
AMwy + Agvo + ... + A\pvp . Dann 3 k> 2 mit A\, 0. (k> 2 weil sonst
w1, ws linear abhéngig wéren)



Wiederum kann wy gegen ein v, ,k > 2, ausgetauscht werden. Nach
geeigneter Umbenennung der Basisvektoren ist dann (wy,ws, ..., v,) eine
Basis.

Dieses Verfahren wird nun fortgesetzt und endet nach endlich vielen Schrit-
ten.

Dabei mufi nun n < r sein (weil im Falle von n > r die Familie (wy, ..., w,)
Basis ist und damit maximal linear unabhéngig, Widerspruch). [

Folgerung. Besitzt V' eine endliche Basis, dann ist jede Basis endlich
und je 2 Basen haben die gleiche Lange.

Beweis. Sei (v1,9,...,v,) eine Basis von V. Wegen des Austauschsatzes
kann es nicht mehr als r linear unabhangige Vektoren geben.

Ist (wi,ws, ...,wy) eine weitere Basis, dann liefert die 2-malige Anwendung
des Austauschsatzes kK <7 und r <k, also k=r. O

Damit konnen wir nun sinnvoll die Dimension eines K-Vektorraums erklaren.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum.

dimKV = {

00 V' hat keine endliche Basis
r V hat eine Basis mit » Vektoren

heifit Dimension von V iiber K .

Bemerkungen.

1) Mittels des Lemma von Zorn kann man zeigen: jede linear unabhéngige
Familie in einem K-Vektorraum kann zu einer Basis vergrofiert werden.
Dies zeigt auch, dass jeder K-Vektorraum eine Basis besitzt.

2) Sei V endlich erzeugt. Wie frither gezeigt, ist V' dann endlichdimen-
sional. Wahle eine Basis von V| etwa (v, v9,...,v;) . Zu einer gegebenen
linear unabhéngigen Familie (wi,ws,...,w,) gilt dann n < r und nach
geeigneter Umbenennung ist dann (wy, ..., Wy, Up11, ..., Vr) eine Basis.



Dies bedeutet, dass (wq, ws, ..., w,) zu einer Basis vergroflert werden kann
(Basisergidnzungssatz .

3) Sei dimV =n < oo und (vy,v,...,v,) linear unabhéngig. Dann ist
(v1,v9,...,v,) eine Basis.

4) Sei W <V und dimV < oo . Dann ist dimW < dimV, und wenn
dimW = dimV , dannist V =W .

Beispiele.

1) dimgK"=n (weil (ey,...e,) DBasis ist)

[\

)
) dimP, =n+1

) dimgR =00 (Aufgabe!)
)

)

~ W

dimcC =1 , dimgrC = 2

5) dimAbb(R,R) = oo  (Aufgabe!)



