Lineare Abbildungen - 1

Definition. Seien V und W K-Vektorraume (iiber demselben K) .
Eine Abbildung F :V — W heifit K-linear, wenn

Ll) Flv+w)=F(@)+ F(w) YoweV

L2) F(A)=AF(v) VveV Viek.
Somit ist eine lineare Abbildung ”vertraglich” mit den Vektorraumstruk-

turen. Man sieht leicht, dass die Bedingungen L1) und L2) gleichbedeutend
sind mit

L) F(A+ pw) = AF(v) + pF(w) Yo,weV VApekK
Mittels vollstandiger Induktion kann man dann zeigen, dass aus der Lin-
earitat von F :V — W folgt, dass

F(Alvl + )\21)2 + ...+ )\nvn) = )\1F(1}1) + )\QF(UQ) + ...+ )\nF(Un)
gilt fir vy,...,v, €V und A, ..., \, € K.

In anderen Worten: eine lineare Abbildung fiihrt eine Linearkombination
von Vektoren in V' in die entsprechende Linearkombination der Bildvek-
toren tber.

Grundlegende Eigenschafen. Sei F':V — W linear.

e F(0)=0, Flv—w)=F@)—F(w) VoweV

Beweis: Wéhle v € V. Wegen 0 =0-v gilt dann F(0) = F(0-v) =
0-F(v) =0. Weiters ist F(v—w) =F(v+(—=1)w) = F(v)+(=1)F(w) =
F(v) — F(w) .

e (v;) linear abhéngig in V' = (F(v;)) linear abhéngig in W

Beweis: folgt sofort aus
)\11)1'1 + ...+ )\kvik =0 = >\1F(1}Z’1) + ...+ )\RF(Uzk) = F(O) =0.



e (F(v;)) linear unabhéngig in W = (v;) linear unabhéngig in V

Beweis: folgt sofort aus der vorigen Aussage.

o V<V = FV)<W

Beweis: Seien wi,ws € F(V') und A\j, Ay € K. Dann existieren vy, vy € V’
mit F(v;) = w; und F(vy) = wy . Nun gilt A\jwy + Aows = M\ F(vy) +
)\QF(?}Q) = F()\ll)l + )\2@2) € F(V/) , weill A\jvp + Aqvs € v,

o W W = FIW)aV

Beweis: Seien v1,vs € F~HWW’) und A\, A2 € K. Dann gilt F(v;), F(v2) €
W’ und damit auch F(Ajv; + Aovs) = A F(v1) + AoF(vg) € W . Dies
bedeutet aber, dass Ajv; + Agvg € F7H(W) .

e dimF (V) < dimV

Beweis: folgt unmittelbar aus der dritten Aussage.

e Man beachte weiters, dass aus der linearen Unabhéngigkeit von (v;) i.a.
nicht folgt, dass (F(v;)) linear unabhéngig ist (siehe Nullabbildung).

Beispiele.

1) Die Nullabbildung F:V — W mit F(v) =0 Vv €V ist linear.

2) Die identische Abbildung F:V — V mit F(v) =v Vv eV ist
linear.

3) Sei A € K fest. Dann ist die Abbildung F :V — V mit F(v) =XA-v
linear.

4) Sei X eine beliebige Menge, V' = Abb(X,R) und ¢ : X — X eine
beliebige Abbildung.

Dannist F:V —V mit F(f)= foy linear.

5) Die Abbildung D(R) — Abb(R,R) mit f — f’ ist linear.



6) Fiir festes xyp € R ist die Abbildung Abb(R,R) — R mit f — f(zo)
linear.

Eine Schreibweise. : Fir v = (vy,...,v,), w = (wy, ..., w,) € K" setzen
wir

(v, w) = vyw + Vawa + ... + VW, = Y vw; €K
j=1
Dann sind offenbar folgende Eigenschaften erfiillt:
o (v,0)=0 , (v,w)= (w,v) VovweK"
o (V4 w) = (v,w)+ W, w)y Voo weK"
o (\v,w)= (v, \w) =XNov,w) VvweK', AeK

Mit dieser Notation konnen nun folgende wichtige Beispiele fiir lineare
Abbildungen angegeben werden.

1) Fiir jedes feste w € K" ist die Abbildung F : K" — K mit F(v) =

(v,w) =Y vjw; linear.
j=1

2) Sei A € M(mxn;K). Wir wollen damit eine Abbildung F : K" — K™
definieren.

Fir v = (21,...,x,) € K" sei
n n
Fw) = (D] a1z, ..., Y am;zj) = ({(a1,v), (az,v), ..., (am, v))
j=1 j=1
wobei ai,as, ..., a,, die Zeilenvektoren von A bezeichnen.

Dann ist F : K" — K™ linear und somit kann jeder m X n Matrix
auf natiirliche Weise eine lineare Abbildung F : K" — K™ zugeordnet
werden!

Flv+v) = {a, v+, {ay, v+ ), ... (ap,v+0)) =
(<CL1, > <CL1, > <CL2,U> + <a27vl>7 SR <CLm,U> + <amvvl>) -
({a1,v), (az, v, ..., (am, v)) + ({a1, V"), {az,v'), ..., (am, V")) = F(v) + F(v)
F()\U) = (<CL1,>\U> <a2,)\U>, . 7<ama)‘v>) (>\<CL1,U>,>\<&2,U>, ...,)\<CLm,U>) =
)‘(<alav>7<a27v>v"'v<amv >) - ( )



3) Sei nun F: K" — K™ linear und (ey,es,...,e,) die kanonische Basis
von K" .

Fir j=1,..,n sei F(e;) = (aij,asj,...,an;) und bilde damit eine m x n-
Matrix A, wobei offenbar die j-te Spalte von A gleich F(e;) ist.

Damit kann einer linearen Abbildung F': K" — K™ auf natiirliche Weise
eine m x n Matrix A zugeordnet werden.

Fir v = (z1,....,2,) € K" gilt v=x1€1 + ... + 4e, und damit

Fw)=x1F(e1) + ... + z,F(ey) =
.%'1(0,11, ceey aml) + xg(alg, ceey amg) + ...+ xn(aln, ceey amn) =

n n n
(D2 arjzy, D agjxj, oy D AmjT;)
j=1 j=1 j=1

Dies bedeutet aber, dass die dieser Matrix A nach 2) zugeordnete lineare
Abbildung genau jene Abbildung ist, von der wir gestartet sind!

Zur Bestimmung von linearen Abbildungen F : V — W ist folgende
Aussage von Bedeutung, welche besagt, dass eine lineare Abbildung bereits
dadurch eindeutig bestimmt ist, wenn die Bilder von Basisvektoren bekannt
sind.

Satz. Seien V und W K-Vektorrdume, (v;);c; eine Basis in V' und (w;)er
eine beliebige Familie in W .

Dann gibt es genau eine lineare Abbildung F : V — W mit der Eigen-
schaft F(v))=w; Viel.

Beweis. (Verwende die Schreibweise v =Y \jv; )
1€l
i) Eindeutigkeit:
Seien F,G:V — W mit F(v;)) =G(v;) =w; Viel.Fir v=> \v

el
gﬂt dann F(U) = F(Z )\zvz) = ZAzF(Uﬁ = Z)\ﬂUZ = Z)\zG<Uz) =
el el el el
el
Alsoist F'=G .



ii) Existenz:
Sei v € V. Dann ist v =) A\jv; . Definiere nun F(v) = > \w; .

iel i€l
Fir v,v' € V seilen v=> Nv; und o' =" pv; .
icl iel
Dann ist v+v" = > (A + pi)v; und damit F(v+v") = F(O_ (A + pi)vi) =
el el
Z ()\Z + ,ui)wi = Z Ajw; + Z UiW; = F(U) + F("Ul) .
el el 1€l

Analog zeigt man, dass F(A\v) = A\F(v) .

F' ist somit linear und hat offenbar die Eigenschaft, dass F(v;) = w; fiir
alle 1€1. [

Bemerkung. Ist dimV = n und (v, v,...,v,) eine Basis von V,
(wq, wa, ...,wy) eine beliebige Familie aus W | dann gilt fir v € V' mit
n

v = ; Aiv; damit F(v) = ;)\Zw, :

Bemerkung. Unter den Voraussetzungen des vorigen Satzes gilt weiters
a) F(V) = Span(w;)

b) F ist injektiv < (w;) ist linear unabhéngig

Beweis.
zu a) : Offenbar ist F(V) C Span(w;) .

Sei nun w € Span(w;) , etwa w = > Nw; . Setze v = > \v; € V
el 1€l
Dann ist F(v) = w , also ist auch Span(w;) € F(V) und damit
F (V') = Span(w;) .

zu b) :

7 =" Sei Mw;, +...+ N Nw;, =0. Setze v = M\v;; + ...+ A\v; . Dann
ist F(v) =0 . Weil F injektiv ist und bereits F'(0) = 0 ist, mu v = 0
sein. Weil (v, ...,v; ) linear unabhéngig ist, mufl A\, =... =\, =0 sein.
Also ist (w;) linear unabhingig.

7«7 Sei Flv)=0 und v = A\v;, +... + ;. Dann ist Aw;, + ... +
Aw;. =0, und laut Voraussetzung folgt damit A\ = ... =\, =0 . Somit



gilt v=0.

Ist nun F(v) = F(v') , dann F(v — ') =0 und somit v —v" =0 bzw.
v =" . Dies heif$t, dass F' injektiv ist. [

Beispiel. Sei V =W =R?.

v1 = (1,1), v5 = (0,1) bilden eine Basis von V' . Sei w; = (2,-3) , we =
(1,2) .

Dann gibt es gem#f vorher genau eine lineare Abbildung F : R? — R?
mit F(v;) = wy und F(vg) = ws .

Frage: F(v) =? fiir beliebiges v € R?
Seli v = (ZEl,SUQ) = \U] + AUy = )\1(1, 1) + )\2(0, 1) = ()\1, A1+ )\2) .
Dann gilt Ay =21 und A\ + X o =29 bzw. Ay =29 — 27 .

F(v) = Mwi + Aws , also F(xy,22) = 21(2,-3) + (22 — 21)(1,2) =
(21 + x9, —bx1 + 229) .



