
Koordinatensysteme

Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n , und sei B = (v1, v2, ..., vn) eine
Basis. Dann gilt

∀ v ∈ V
1
∃ (x1, x2, ..., xn) ∈ Kn mit v = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn .

Betrachten wir die Abbildung ΦB : Kn → V mit

ΦB((x1, x2, ..., xn)) = x1v1 + x2v2 + ... + xnvn ,

dann ist ΦB ein Isomorphismus.

Beweis. Weil B eine Basis ist, ist ΦB bijektiv. Seien nun x = (x1, ..., xn) , y =
(y1, ..., yn) ∈ Kn und λ ∈ K . Dann ist ΦB(x + y) = (x1 + y1)v1 + ... +
(xn + yn)vn = (x1v1 + ... + xnvn) + (y1v1 + ... + ynvn) = ΦB(x) + ΦB(y) und
ΦB(λx) = (λx1)v1 + ... + (λxn)vn = λ(x1v1 + ... + xnvn) = λΦB(x) . Damit
ist ΦB auch linear. ¤

Bemerkung. Sind e1, ..., en die kanonischen Basisvektoren in Kn , dann
gilt offenbar ΦB(ei) = vi .

Der Isomorphismus ΦB heißt auch ein Koordinatensystem in V .

Somit: Sei V ein K-Vektorraum mit dimV = n . Durch Wahl einer Basis
B in V erhalten wir ein Koordinatensystem ΦB : Kn → V .

Zu v ∈ V heißt x = (x1, ..., xn) = Φ−1
B (v) der Koordinatenvektor von

v bzgl. B . Dabei gilt v = x1v1 + ... + xnvn .

Beispiele.

1) B = (v1, v2, v3) mit v1 = (2,−1, 3) , v2 = (0, 1, 1) , v3 = (1,−1, 0) ist
eine Basis des R3 .

Gesucht ist der Koordinatenvektor von v = (1,−1, 2) bzgl. B .

v = x1v1+x2v2+x3v3 ⇒ (1,−1, 2) = x1(2,−1, 3)+x2(0, 1, 1)+x3(1,−1, 0)
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Daraus folgt durch Vergleich der Komponenten

1 = 2x1 + x3 , −1 = −x1 + x2 − x3 , 2 = 3x1 + x2 , und weiters

x1 = 1 , x2 = −1 , x3 = −1 . Somit ist x = (1,−1,−1) der Koordinaten-
vektor von v bzgl. B .

2) Ist B die kanonische Basis im R3, dann ist der Koordinatenvektor von
v = (v1, v2, v3) bzgl. B offenbar gleich (v1, v2, v3) , weil v = v1(1, 0, 0) +
v2(0, 1, 0) + v3(0, 0, 1) .

3) In V = P2 sei die Basis B = (1, 1 + t, 1 + t + t2) gegeben.

Gesucht ist der Koordinatenvektor von v = 6− t2 .

Für alle t ∈ R muß damit gelten:

6−t2 = x1 ·1+x2 ·(1+t)+x3 ·(1+t+t2) = (x1+x2+x3)+(x2+x3)·t+x3 ·t2

Koeffizientenvergleich ergibt x3 = −1 , damit x2 + x3 = 0 ⇒ x2 = 1 .
Aus x1 + x2 + x3 = 6 folgt schließlich x1 = 6 . Also ist x = (6, 1,−1) .
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