Permutationen

Vn>0 sei S,={0:{1,2,...,n} —{1,2,...,n} : o ist bijektiv} .
Dann ist S, eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung von Abbildungen (vgl.
frither) und heifit symmetrische Gruppe (vom Index n).

Die Elemente von S, heilen Permutationen (einer n-elementigen
Menge).

Schreibweisen :
1 2 .. ..0n .
* 0= [0(1) o(2) . . a(n)] fir o € S
: 12 .. . n : : :
e id = [1 5 n] ... identische Abbildung
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Bemerkung. S, hat n! Elemente (n!=1-2..-n), undist fir n >3
nicht abelsch (d.h. Jo,7€ S, mit Too#oo7).

Definition. 7 € §5,, heifit Transposition, wenn 7 lediglich zwei Ele-
mente vertauscht und die tibrigen Elemente fest 1af3t, d.h.

Jk,le{1,2,...,n} mit 7(k)=1, 7(l)=k und 7(i) =1 Vi#k,I



.. 123456 L oy
Beispiel. 7 = ( 14325 6) € Sg ist eine Transposition.
Bemerkung. 7 € S, ist Transposition = 77 !'=171.

Lemma. Sei o € S, . Dann kann o als Produkt (d.h. Komposi-
tion) von Transpositionen geschrieben werden, d.h. 3 Transpositionen
T1,To, ..., Tk € S, sodass 0 =T 0Ty...0T} .

Beweis. Ist 0 =id und 7 irgendeine Transposition, dann ist id =

TorT l=7o0T.

Ist o #1id , dann gibt es ein 4; € {1,2,...,n} mit

o(i)=1 fir i=1,...,491—1 und o(iy) #14 , sogar o(iy) > i .
Sei nun 77 jene Transposition, welche i; mit o(i;) vertauscht, und sei
01 =T100 .

Dann ist o(i) =4 fiir i=1,...,4 .

Entweder ist nun o7 = id , oder es gibt ein iy > 7; mit

o1(1) =1 fir i=1,...,i5—1 und o(iz) > iz .

Analog wie vorher erhédlt man nun 7 und o9 , und schliellich ein k£ <n
sowie Transpositionen 7y,7y,...,7; mit o, =7,0..omoo =id .

Daraus folgt o = (r,0...om) ' =7"o0..0 Tk,_l =T0Tm...0T; . U

Bemerkung.
Die Darstellung von o € S5, als Produkt von Transpositionen ist nicht
eindeutig, weil fiir jede Transposition 7 gilt, dass id=71o7 .
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Bemerkung. Sei n>2 und 7 = 9 1 3 . | jene Transposition,

die 1 und 2 vertauscht.

Dann gibt es zu jeder beliebigen Transpostion 7 € S,, ein ¢ € S, mit



T:JOTOOJ*I.

Beweis. 7 vertausche die Elemente k& und [. Sei ¢ € S, mit o(1) =k

und o(2)=1,undsei 7" =coroot.

Wegen o }(k)=1 und o7 1(I) =2 gilt
() = am(1) = o(2) =1 wnd 7(0) = o(n(2)) = (1) = k

Fir ¢ {k,1} ist o7 1(i) ¢ {1,2}, also
(i) = o(19(c71(9))) = o(0c71(i)) =i, und damit 7' =7. O

Definition. Sei o€ 5, .

i) Ein Paar i,j € {1,2,...,n} heifit Fehlstand von o , wenn ¢ < j aber
o(i) >o(j) .

ii) Das Signum (Vorzeichen) von o ist sign o = +1, wenn o eine gerade
Anzahl von Fehlstanden hat, und sign ¢ = —1 , wenn o eine ungerade
Anzahl von Fehlstanden hat.

iii) o heifit gerade, wenn sign ¢ = +1 , und ungerade , wenn sign o =
—1.
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1<3,0(l)>0(3) und 2<3, 0(2) >0(3).

Beispiel. o = [ } € S3 hat zwei Fehlstande, namlich

Beachte, dass id keinen Fehlstand hat, also sign id = +1 .

Lemma. Fir jedes o €5, gilt signo =[] oli)=o@)

g J—1
i<j

Beweis. Man beachte, dass Fehlstand bedeutet, dass j —¢ > 0 aber
o(j)—o(i) <0.

Weil o bijektiv ist, stimmt die Folge der Differenzen j —1¢, ¢ < 5 bis
auf die Reihenfolge tiberein mit der Folge |o(j) —o(i)|, i < .



Damit erhalten wir  [[(c(j) — (i) =

[ (@) —=ec@) (=)™ 11 lo@G) —o@)]=
()<o0) ()50
= (=" le(j) —ca@)| = (=)™ [ (j — i) , wobei m die Anzahl der

1<J 1<j

Fehlstande bezeichnet. Daraus folgt die Behauptung. [

Satz. Firalle 0,7 €5, gilt sign (too)=sign 7-sign o .

1

Speziell ist sign o~! =sign o (weil +1 = sign id = sign o - sign 071 )

Beweis.
sign (10 0) = 1;[ T(J(J)):Z(U(i)) _ H 7(0—085:;((?—)(2)) , H U(J'J):;f(l) _
1<) 1<) 1<)

(@) =7(0()) |
E[J oG)—o@ HI8NC

7(0(G)=7(e(®) _ 7(0(4))=7(o(2)) T(0()=7(e(®) _
1;[ o(j)—o(®) H o(j)—o(1) H o(j)—o(t)
1<J 1<) 1<J

o(i)<o(j) o(i)>o(j)
7(0(4))=7(o(2)) 7(0()=7(e() _

ZI;[] o(j)—o(i) ZI;IJ o(j)—o(t)
o(i)<o(j) o(i)<o(j)

11 T(UUJ)):;(;T(Z)) =11 T(J)_ZT(Z) —sign7. O
(<o) (47)—a() i
Folgerung.
a) Sei 7€ S, eine Transposition. Dann ist sign 7= —1 .

b) Sei o € S, ein Produkt von Transpositionen, i.e. o =7 0...07 .
Dann ist sign o = (—1)* .

Beweis. b) folgt mit dem vorherigen Satz aus a) .

zu a) : Sei 7y jene Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Dann

Jo €S, (sieche Bemerkung frither) mit 7 =comoo!.
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Somit ist sign 7 = sign o - sign 71y - sign 0~ =sign 7o = —1 , weil 7y nur

einen Fehlstand hat. [

Bemerkung. A, ={c €S, : sign 0 = +1} bildet eine Gruppe (bzgl.
der Komposition von Abbildungen), also eine Untergruppe von S, , und
heifit die alternierende Gruppe .

Fiir festes 7€ S, sei A,7={p€ S, : do€ A, mit p=co7}.

Es gilt : Ist sign 7= —1,dannist S, = A,UA,7 und A,NA,7=0.
Beweis.

Sei 0€5,. Falls signo=+1 = o€ A, .

Falls sign 0 = —1 ,dann o = (co7 Yo7 und sign (co771) = +1,
also oot 1€ A, bzw. o€ A,T.

Klarerweise gilt : ¢ € A,7 = sign o = —1 , also o ¢ A, bzw.
A,NA,7=0. O



