
Permutationen

∀ n > 0 sei Sn = {σ : {1, 2, ..., n} → {1, 2, ..., n} : σ ist bijektiv} .

Dann ist Sn eine Gruppe bzgl. der Verknüpfung von Abbildungen (vgl.
früher) und heißt symmetrische Gruppe (vom Index n).

Die Elemente von Sn heißen Permutationen (einer n-elementigen
Menge).

Schreibweisen :

• σ =

[
1 2 .. .. n

σ(1) σ(2) .. .. σ(n)

]
für σ ∈ Sn

• id =

[
1 2 .. .. n

1 2 .. .. n

]
... identische Abbildung

• τ ◦ σ =

[
1 2 .. .. n

τ(1) τ(2) .. .. τ(n)

]
◦

[
1 2 .. .. n

σ(1) σ(2) .. .. σ(n)

]
=

[
1 2 .. .. n

τ(σ(1)) τ(σ(2)) .. .. τ(σ(n))

]
für σ, τ ∈ Sn

Beispiel.

[
1 2 3
2 3 1

]
◦

[
1 2 3
1 3 2

]
=

[
1 2 3
2 1 3

]

Bemerkung. Sn hat n! Elemente (n! = 1 · 2 ... ·n) , und ist für n ≥ 3
nicht abelsch (d.h. ∃ σ, τ ∈ Sn mit τ ◦ σ 6= σ ◦ τ ) .

Definition. τ ∈ Sn heißt Transposition, wenn τ lediglich zwei Ele-
mente vertauscht und die übrigen Elemente fest läßt, d.h.

∃ k, l ∈ {1, 2, ..., n} mit τ(k) = l , τ(l) = k und τ(i) = i ∀ i 6= k, l
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Beispiel. τ =

(
1 2 3 4 5 6
1 4 3 2 5 6

)
∈ S6 ist eine Transposition.

Bemerkung. τ ∈ Sn ist Transposition ⇒ τ−1 = τ .

Lemma. Sei σ ∈ Sn . Dann kann σ als Produkt (d.h. Komposi-
tion) von Transpositionen geschrieben werden, d.h. ∃ Transpositionen
τ1, τ2, ..., τk ∈ Sn sodass σ = τ1 ◦ τ2... ◦ τk .

Beweis. Ist σ = id und τ irgendeine Transposition, dann ist id =
τ ◦ τ−1 = τ ◦ τ .

Ist σ 6= id , dann gibt es ein i1 ∈ {1, 2, ..., n} mit

σ(i) = i für i = 1, ..., i1 − 1 und σ(i1) 6= i1 , sogar σ(i1) > i1 .

Sei nun τ1 jene Transposition, welche i1 mit σ(i1) vertauscht, und sei
σ1 = τ1 ◦ σ .

Dann ist σ1(i) = i für i = 1, ..., i1 .

Entweder ist nun σ1 = id , oder es gibt ein i2 > i1 mit

σ1(i) = i für i = 1, ..., i2 − 1 und σ(i2) > i2 .

Analog wie vorher erhält man nun τ2 und σ2 , und schließlich ein k ≤ n

sowie Transpositionen τ1, τ2, ..., τk mit σk = τk ◦ ... ◦ τ1 ◦ σ = id .

Daraus folgt σ = (τk ◦ ... ◦ τ1)
−1 = τ−1

1 ◦ ... ◦ τ−1
k = τ1 ◦ τ2... ◦ τk . ¤

Bemerkung.
Die Darstellung von σ ∈ Sn als Produkt von Transpositionen ist nicht
eindeutig, weil für jede Transposition τ gilt, dass id = τ ◦ τ .

Bemerkung. Sei n ≥ 2 und τ0 =

[
1 2 3 ... n

2 1 3 ... n

]
jene Transposition,

die 1 und 2 vertauscht.

Dann gibt es zu jeder beliebigen Transpostion τ ∈ Sn ein σ ∈ Sn mit
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τ = σ ◦ τ0 ◦ σ−1 .

Beweis. τ vertausche die Elemente k und l . Sei σ ∈ Sn mit σ(1) = k

und σ(2) = l , und sei τ ′ = σ ◦ τ0 ◦ σ−1 .

Wegen σ−1(k) = 1 und σ−1(l) = 2 gilt

τ ′(k) = σ(τ0(1)) = σ(2) = l und τ ′(l) = σ(τ0(2)) = σ(1) = k .

Für i /∈ {k, l} ist σ−1(i) /∈ {1, 2} , also

τ ′(i) = σ(τ0(σ
−1(i))) = σ(σ−1(i)) = i , und damit τ ′ = τ . ¤

Definition. Sei σ ∈ Sn .

i) Ein Paar i, j ∈ {1, 2, ..., n} heißt Fehlstand von σ , wenn i < j aber
σ(i) > σ(j) .

ii) Das Signum (Vorzeichen) von σ ist sign σ = +1 , wenn σ eine gerade
Anzahl von Fehlständen hat, und sign σ = −1 , wenn σ eine ungerade
Anzahl von Fehlständen hat.

iii) σ heißt gerade, wenn sign σ = +1 , und ungerade , wenn sign σ =
−1 .

Beispiel. σ =

[
1 2 3
2 3 1

]
∈ S3 hat zwei Fehlstände, nämlich

1 < 3 , σ(1) > σ(3) und 2 < 3 , σ(2) > σ(3) .

Beachte, dass id keinen Fehlstand hat, also sign id = +1 .

Lemma. Für jedes σ ∈ Sn gilt sign σ =
∏
i<j

σ(j)−σ(i)
j−i .

Beweis. Man beachte, dass Fehlstand bedeutet, dass j − i > 0 aber
σ(j)− σ(i) < 0 .

Weil σ bijektiv ist, stimmt die Folge der Differenzen j − i , i < j bis
auf die Reihenfolge überein mit der Folge |σ(j)− σ(i)| , i < j .
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Damit erhalten wir
∏
i<j

(σ(j)− σ(i)) =

∏
i<j

σ(i)<σ(j)

(σ(j)− σ(i)) · (−1)m
∏
i<j

σ(i)>σ(j)

|σ(j)− σ(i)| =

= (−1)m
∏
i<j

|σ(j)− σ(i)| = (−1)m
∏
i<j

(j − i) , wobei m die Anzahl der

Fehlstände bezeichnet. Daraus folgt die Behauptung. ¤

Satz. Für alle σ, τ ∈ Sn gilt sign (τ ◦ σ) = sign τ · sign σ .

Speziell ist sign σ−1 = sign σ (weil +1 = sign id = sign σ · sign σ−1 )

Beweis.

sign (τ ◦ σ) =
∏
i<j

τ(σ(j))−τ(σ(i))
j−i =

∏
i<j

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) · ∏

i<j

σ(j)−σ(i)
j−i =

∏
i<j

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) · sign σ .

∏
i<j

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) =

∏
i<j

σ(i)<σ(j)

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) · ∏

i<j
σ(i)>σ(j)

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) =

∏
i<j

σ(i)<σ(j)

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) · ∏

i>j
σ(i)<σ(j)

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) =

∏
σ(i)<σ(j)

τ(σ(j))−τ(σ(i))
σ(j)−σ(i) =

∏
i<j

τ(j)−τ(i)
j−i = sign τ . ¤

Folgerung.

a) Sei τ ∈ Sn eine Transposition. Dann ist sign τ = −1 .

b) Sei σ ∈ Sn ein Produkt von Transpositionen, i.e. σ = τ1 ◦ ... ◦ τk .
Dann ist sign σ = (−1)k .

Beweis. b) folgt mit dem vorherigen Satz aus a) .

zu a) : Sei τ0 jene Transposition, die 1 und 2 vertauscht. Dann
∃ σ ∈ Sn (siehe Bemerkung früher) mit τ = σ ◦ τ0 ◦ σ−1 .
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Somit ist sign τ = sign σ · sign τ0 · sign σ−1 = sign τ0 = −1 , weil τ0 nur
einen Fehlstand hat. ¤

Bemerkung. An = {σ ∈ Sn : sign σ = +1} bildet eine Gruppe (bzgl.
der Komposition von Abbildungen), also eine Untergruppe von Sn , und
heißt die alternierende Gruppe .

Für festes τ ∈ Sn sei Anτ = {ρ ∈ Sn : ∃ σ ∈ An mit ρ = σ ◦ τ} .

Es gilt : Ist sign τ = −1 , dann ist Sn = An∪Anτ und An∩Anτ = ∅ .

Beweis.
Sei σ ∈ Sn . Falls sign σ = +1 ⇒ σ ∈ An .

Falls sign σ = −1 , dann σ = (σ ◦ τ−1) ◦ τ und sign (σ ◦ τ−1) = +1 ,
also σ ◦ τ−1 ∈ An bzw. σ ∈ Anτ .

Klarerweise gilt : σ ∈ Anτ ⇒ sign σ = −1 , also σ /∈ An bzw.
An ∩ Anτ = ∅ . ¤
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