Determinanten - 1

Eine Determinante ist eine Abbildung, welche einer quadratischen (!)

Matrix eine Zahl zuordnet.
ai

. . . . . . a9
Wir verwenden in diesem Zusammenhang die Schreibweise A = :
Qn,
wobel a; den i-ten Zeilenvektor der n x n-Matrix A bezeichnet.

Definition. Eine Abbildung det : M(n x n;K) — K heifit (n-reihige)
Determinante, wenn gilt

(D1) : det ist "linear in jeder Zeile”, d.h. falls a; = a; + a] bzw.
a; = Aa”" | dann ist

a;

det —det | Y| +det | @ bzw.

"
a; a

det = Mdet L

(D2) : det ist "alternierend”, d.h. gilt a; = a; fiir ¢ # j , dann ist
detA=0.

(D3) : detE, = +1.
Wir werden erst etwas spater die Existenz und Eindeutigkeit von derarti-

gen Abbildungen nachweisen, wobei die Eindeutigkeit aus der Normierung-
seigenschaft (D3) folgen wird.

Satz. Zu jedem n € N gibt es genau eine Abbildung
det : M(n x n;K) — K mit den Eigenschaften (D1), (D2), (D3) .



Aus den drei definierenden Eigenschaften konnen wir nun eine Reihe weit-
erer Figenschaften herleiten.

(D4) : det(AA) = A\"detA  fiir A€ K und A € M(n x n;K)
(D5) : Jimita; =(0,...,0) = detA=0

(D6) : B entstehe aus A durch Vertauschen von zwei (verschiedenen)
Zeilen = detB = —detA (Vorzeichenwechsel !)

(D7) : B entstehe aus A durch Addition der A-fachen j-ten Zeile zur
i-ten Zeile (i #j) = detB =detA.

(D8) : Sei A eine obere (bzw. untere) Dreiecksmatrix mit Hauptdiago-
nalelementen A, Ao, ..., A\, . Dann ist detA =X -Xo-...- A\, .

(D9) : detA=0 < ay,as,...,a, sind linear abhéngig.
(D10) : detA#0 < A ist invertierbar.

(D11): A,Be M(nxn;K) = det(A-B)=detA-detB

Folgerung. Ist A invertierbar, d.h. 3 A™! dann det(A™) = 1 .

Beweis.
aj A
zu (D4): A= ~ = M = h . Mit (D1) folgt
n A
aq aq
detAA) = Adet | 292 | = a2det | @ | = . = Adet A
Ay Ay

zu (D5) : Sei a; =(0,..,0) = a;=0-q;. Mit (D1): detA=0.

zu (D6) : Sei i #j .



a; + a; 1 a; a;

(D2)
0 ="det . = det .. + det .. =
a; + a; J a; + a; a; + a;
a; a; a; a;
= det . + det . + det . + det . =
a; a; a; a;
a; a;
= det . + det
Clj a;
a; ) a;
Damit gilt det | .. = —det
a; 7 a;
zu (D7) :
a; + Aa; 1 o) a; a; (D2)
det ) ="det . + Adet ="det A .
a; J a; a;

zu (D8) @ (fiir obere Dreiecksmatrix)

i) Ist A\, =0 firein i€ {1,2,....,n} , dann kann A durch elementare
Zeilenumformungen vom Typ III und Typ IV in eine obere Dreiecksmatrix
B iibergefiihrt werden, bei der die n-te Zeile eine Nullzeile ist.

Dann ist det A = +det B =0 .

ii) Sonst gilt \; #0 Vi. Mit (D1) ist dann det A = A\ Xs...\, det B



1 % *x x
wobel B = 81"

00 .. 1
B kann durch elementare Zeilenumformungen vom Typ III in die Einheits-
matrix F, tbergefiihrt werden.

Wegen (D7) ist det B=det F,, =1 und damit det A=Ay - XAy-...- A, .

Folgerung.

Ist A eine "Block-Matrix” der Form A = (Al ¢

0 A2> , wobei A; und

Ay quadratisch sind, dann gilt
det A = det A; - det A5 .

Beweis. Durch Zeilenumformungen vom Typ III und Typ IV fithre A;
in eine obere Dreiecksmatrix B; iber. Aus C werde dabei C' . A,
bleibt dabei unverandert.

A C B, '
0 A2 0 AQ
Dann ist det A; = (—1)*det B; (k.. Anzahl der Zeilenvertauschungen) .

Im néchsten Schritt fithre As in eine obere Dreiecksmatrix By uber.
Dabei bleiben B; und C’ unverandert.

B, ' (B c"\ B
0 A 0 By )
Dann ist det Ay = (—1)'det By (I .. Anzahl der Zeilenvertauschungen) .

Die Matrix B ist offenbar eine obere Dreiecksmatrix, fiir die gilt
det B = det By - det By .

Dann ist det A = (—=1)*det B = (—=1)"det By - (—1)'det By = det A; -
det A2 . U]

zu (D9) : Man fiihre A durch Zeilenumformungen vom Typ IIT und Typ
IV in eine Matrix B in Zeilenstufenform iiber.



Dann ist det A = +det B und Zeilenrang von B = Zeilenrang von A .
B habe die Zeilenvektoren bq,bo,...,b, . Dann gilt
(b1,...,b,) linear unabhéngig < Zeilenrang von B =n <

B ist obere Dreiecksmatrix, wo alle Hauptdiagonalelemente Aq,..., A\, # 0
sind < det B#0 (wegen (DS)) .

Somit gilt (aq,...,a,) linear unabhéngig < (by,...,b,) linear unabhéngig
& det A=+det B#0 bzw.

det A=0 < (aq,...,a,) ist linear abhéngig.

zu (D10) : folgt aus (D9) .
A ist invertierbar < RgA=n < detA#0 .

zu (D11) : Ist RgA < n (und damit det A = 0) oder RgB < n
(und damit det B = 0) , dann ist nach der Ungleichung von Sylvester
Rg(A-B) <n,also det(A-B)=0.

Ist det(A-B) =0, dann ist Rg(A- B) < n , und wiederum folgt mit
der Ungleichung von Sylvester , dass RgA < n oder RgB < n bzw.
det A=0 oder det B=0 und damit det A-det B=0.

Sei also RgA=n und RgB =n .

Man iiberlegt sich zuerst leicht : ist C' eine beliebige n x n Matrix und
C) eine Elementarmatrix der Form S;(\) oder @] oder @!(—1), dann
ist det(Cy-C) =detC;-detC .

Die Matrix A kann nun durch Zeilenumformungen vom Typ I und Typ
IT in die Einheitsmatrix F, iibergefiihrt werden, und, wie wir wissen,
entspricht derartigen Zeilenumformungen die Multiplikation von links mit
einer Elementarmatrix S;(\) oder @’ .

Also gibt es Elementarmatrizen D; (vom Typ I bzw. Typ II), sodass
Dy ... .Dy-A=E, bazw. A=D;'-....D;'=C-...- Oy,
wobei C; = D;' vom Typ I, Typ II oder vom Typ Q‘g(—l) ist.

Damit ist det(A-B) =det(C;-...-Cs-B) =det C -det(Cy - ... - Cs- B) =



= det Cy-det Cy-det(C5-...-Cs-B) = ... = det Cy -det Cy-... - det Cs - det B

Wegen A = C-...-Cs erhalt man in analoger Weise det A = det (] -
detCy - ... -det C .

Insgesamt ergibt sich somit det(A-B)=det A-detB .

Ist A invertierbar, dann ist det A #0 und A-A"! = E, . Folglich ist
1 =det B, =det(A- A7) = det A-det(A™!) , und damit

det A~ = ﬁ .0

Wir zeigen nun die Existenz der Determinantenfunktion und dass sie ein-
deutig bestimmt ist.

1
Satz. 3 Abbildung det : M(n x n;K) — K | welche (D1) , (D2) und
(D3) erfiillt, und

det A = Z SigIlO' A10(1)A20(2)-+-Ano(n) -

oES,

Beweis.

i) (Eindeutigkeit) Jede Determinante, falls sie iiberhaupt existiert, hat
notwendigerweise obige Form.

ai
. a9 . .
Sei A= . Dann ist a; = aj1e1 + a;pes + ... +ajppen V0.
an
€, €,
(D1) [ as n n e
det A = Z aii, det = Z a1iy Z agi, det "2 = ... =
ilil . Zlil 22:1 o
an an
€,
n
61‘2
= Z alilagiQ...am" det
i17i27"7in:1 h
€



i1
Wegen (D2) ist det ? | =0, wenn (iy,7s,...,7,) keine Permutation

von (1,2,...,n) ist.

Damit det A = Z A10(1)A20(2)-+-Ano(n) det

ocEeS,

Weil jeder Zeilenvertauschung eine Transposition entspricht, ist

€o(1) €1
det | @ | = signo det 2= signc  und damit
€o(n) €n

det A = Z SigHO' A10(1)A20(2)---Ano(n) -

oes,

ii) (Existenz) Wir zeigen nun, dass die Abbildung
det A = ) signo ai,(1)a20(2)---ne(n) tatschlich die Eigenschaften (D1)

oES,

(D2) und (D3) erfiillt.

det | a; +aj | = > signo ajq)... (aga(i) + a;;(i))... Uno(n) =

ogES,

= g SIgNT Ap(1).-- aga(i)... U (n) + ; SigNo a14(1)--- a;’a(i)... Uno(n) =

=det | a] | +det| a

Analog zeigt man, dass det | Aa!" | = Adet | o

7 7

Damit ist (D1) erfiillt.



Sei nun a; = a; fir kK <[ und 7 jene Transposition, die k£ und [
vertauscht.

Dann ist (siehe vorher) S, die disjunkte Vereinigung S, = A, U A,7 .
Durchlauft o die Menge A, , dann durchlauft o o7 die Menge A,7 .

Damit erhalten wir

det A= 3 a15(1)02 ) Cno(n) = D @lo(r(1))%20(r(2)) - Ano(r(n)) -

o€A, o€A,
Weil ap = a; (somit ape) = aioq) Wnd o) = Qo) ), erhalten wir

Alo(r(1))++ Aka(1(k))-+- Ao(r(1)):++ Ano(r(n)) = Ao(1)-- Ako(l)-++ Ao (k)--+ Ano(n) =
= ala(l)... ako(k)... alg(l)... ang(n) = alg(l)... ang(n) .

Damit heben sich die Summanden gegenseitig auf und det A = 0 . Also
gilt (D2) .

1 falls i=3 :
Ist 0;5 = { 0 falls i £ j das Kronecker Symbol, dann gilt offenbar

1 falls o0 =id
016(1)020(2)+-Ono(n) = { 0 falls o #id

Damit ist det £, = det(d;;) = > signo d15(1)020(2)-- Opo(n) = +1 . [

oES,

Bemerkung. Eine haufige Schreibweise ist auch

ar ... Qip ar ... Qip
det oo =

apl1 -+ Qpp ap1 - Qpp



