Determinanten - 11

1. Berechnung von Determinanten

Wir erinnern, dass fir A € M(n x n;K) gilt :

det A= ) signo a5(1)a20(2)---Gno(n) -
oES,

e Falls n =1, gibt es offenbar nur die identische Permutation, und fir
eine 1 x 1 Matrix A= (a) gilt detA=ua.

e Falls n =2 (und damit |S] = 2! = 2) , gibt es nur die beiden
) 1 2 1 2
Permutationen { ] und [ ] .

1 2 2 1
. a1 ai2
Damit ist det A = = ay1a99 — Q12091 .
az1 Q92

e Falls n=3,ist |S3]=3!'=6 und
ail a2 a3

det A = ao21 Q92 A93 | =
aszr as2 ass

= 11422033 — Q11023432 — (12021033 + 12023031 + 413021032 — A13G2203] -

Die Determinante einer 3 x 3 Matrix kann komfortabel mit der sog. Regel
von Sarrus bestimmt werden.

aip a1z a13 ailr a2
a21 Q99 93 ao1 A22
az1 azz ass a3y as2

01
Beispiel. Sei A=1[ 3 2
11

S =N



01
Mit 3 2 1t
11

S =N
—_ =W O
_ =N

det A=0-2-0-+

1+2-3-1—-(1-2-24+1-1-04+0-3-1)=3

Bemerkung. Fir n € N ist |5, = n!, und damit tritt bei der
Bestimmung von det A die sehr hohe Anzahl von n! Summanden auf.
Schon aus diesem Grund ist es wiinschenswert, weitere Moglichkeiten zur
Berechnung von det A zur Verfiigung zu haben.

Bemerkung. (siehe vorher) Wird A € M(n x n;K) in eine Matrix B
in Zeilenstufenform tibergefiihrt, dann gilt

det A = (—=1)*by1bg9...byn, (K ... Anzahl der Zeilenvertauschungen)

Satz. Fir A€ M(n xn;K) gilt det(*A) = det A . Damit gelten fiir
die Determinante auch analoge Aussagen bzgl. elementarer Spaltenumfor-
mungen (etwa Vorzeichenwechsel bei der Vertauschung von zwei Spalten).

Beweis.
Sei 0 €S, und 7=0"". Ein Summand A15(1)A26(2)---Uno(n) 1St dann
A10(1)A20(2)-+-Ano(n) = Ar(o(1))o(1)A7(0(2))0(2)+-Ar(a(n))o(n) = Ar(1)1A71(2)2---Ar(n)n

durch Umordnung der Faktoren.

Durchliuft o S, , dann ebenso 7 = o~ ! . Daraus folgt aber die Behaup-
tung, weil

det("A) = 3 sign7 a;116:@2)2--Gr(yn - O

TES,

2. Die komplementare Matrix

Sei A e M(n x n;K) . Fiir festes 1,7 ersetze a;; durch 1 und alle
iibrigen Elemente der i-ten Zeile und der j-ten Spalte durch 0 .



Die entstehende Matrix werde mit A;; bezeichnet.

Die Matrix Aj; sei jene (n —1) x (n — 1) Matrix, welche aus A durch
Streichen der i-ten Zeile und j-ten Spalte entsteht.

12 3 4
.. . 6 8 —1 2 :
Beispiel. Sei A= 00 4 1 . Dann ist etwa
2 3 —1 —1
02 3 4 10 3 4
10 0 0 6 0 —1 2
An=1y99 4 1 wmd An=1 479 ¢ |
03 —1 —1 2 0 -1 —1
2 3 4 1 3 4
3 -1 —1 2 —1 -1

Betrachten wir nun A;; .

Durch ¢—1 Zeilenvertauschungen kann die i-te Zeile an die oberste Stelle
gebracht werden.

Durch j —1 Spaltenvertauschungen kann die j-te Spalte ganz nach links
gebracht werden.

Dadurch kann A;; auf die ”Blockform” umgeformt

Al

L)

werden.

Mit einem fritheren Ergebnis ist damit

det Ajj = (—1)=V+0=D det A}, = (—1)" det A}, .

1 .2 n

Bemerkung. Seien a',a’,...,a" die Spalten von A , und sei



=11 1 — te Stelle . Dann gilt
0
det A;; = det(a’,..,a’ 1 €', a/t, . a") .

Beweis. Addition von Vielfachen der j-ten Spalte zu den anderen Spalten
liefert A;; . O

Beispiel. A wie vorher (und =3, j =2). Dann ist

10 3 4

6 0 —1 2
1 .3 .3 4\ _
(aaeuaaa)_ 01 4 1

2 0 —1 —1

Definition. Sei A € M(n x n;K) und setze c¢;; = det A;; fiir alle
1<#,5<n.

Dann heift A ='(¢;;) diezu A komplementire Matrix .

Satz. Fir Ae M(nxn;K) gilt A-A=A-A=(detA)-E, .

Beweis. Das Element in der ¢-ten Zeile und k-ten Spalte von A-A st

aik
ask; .
( Ci; Co .. .. Cp; ) . .. = Z Ak detAji =
j=1
Qnk



= 5zk det A .

Somit ist A- A= (det A) - E, .
Analog wird A- A= (det A) - E,, gezeigt. O

01 2
Beispiel. Sei A=| 3 2 1 | . Dann ist
110
t 92 1 31 3 2
(+10_10+11\
- 19 0 2 01
A= 1ol Tl1o| 1] |7
Lo Joz2] fo1
\ T3 2 31 39/ )
/11 1 2 -3
3 6 -3 1 1 -3

Man rechnet leicht nach, dass A-A=3-

o O =
o = O

Alsoist det A =3 .

3. Der Entwicklungssatz von Laplace

Sei A€ M(n xn;K) mit n>2. Dann gilt

e (Entwicklung nach der i-ten Zeile)

det A = 21 (—1)"a,; det Aj; fiir jedes 1<i<n
j:

— o O



¢ (Entwicklung nach der j-ten Spalte)

det A =3 (—1)"agdet Aj; fiir jedes 1 <j<n
i=1

Beweis. Wibhle einen Zeilenindex ¢ € {1,2,...,n} . Dann ist

det A 0

A-A= det A und A ="(¢;;) mit
0 det A
Cij = det Aij = (—1)i+j det A;] .

det A ist also das Produkt der i-ten Zeile von A mit der i-ten Spalte von
A (dies ist aber die i-te Zeile der Matrix (c¢;;) ). Somit

det A = Z a;jCij = Z ( )H—]CLZ] det A/ .
7=1

j=1

Analog wird mittels A-A=detA-E, die Entwicklung nach der j-ten
Spalte gezeigt. [

Bemerkung. Der Faktor (—1)""/ bewirkt einen ” Vorzeichenwechsel” .

Bemerkung. Giinstig ist die Entwicklung nach einer Zeile bzw. Spalte,
die viele Nullen enthalt.

Beispiel. Sei A = . Entwicklung nach der 1. Zeile ergibt

— W O
— N =
S~ N



—(-1)-(-1)+2-1=3.

dora=0:| 2 -1 Yy

3 2
10 10‘+2" ‘

11

4. Inverse Matrix und Determinanten

Sei A€ M(n x n;K invertierbar, i.e. det A # 0 .

~

Wegen (ﬁ-g)-A:En gilt Ailzﬁ-fl.

Speziell fir n =2 ergibt sich mit A = ( CCL 2 > und det A = ad — bc ,

dass

~ t _ _
A= (d C):(d b) und somit
—b a —Cc a

5. Cramersche Regel

Sei Az =b ein lineares Gleichungssystem mit A € M(n x n; K) .

Ist A invertierbar (i.e. RgA = n) , dann ist das Gleichungssystem
eindeutig losbar und = = A~1b .

~

Weil A™'= - A ist das ij-te Element von A™' gleich —4—c;; mit

cji = det Aj; = det(a', ..,a’ e a1 L a") .
Damit ist die i-te Komponente von x = A~'b gleich

o det(al,..,a®"t,ed ,at*t .. a™) " - el . ”
T = 21 b o und wegen der ”Linearitat in jeder Spalte
j:

ist
T — det(al,..,a’" 1 b,a" 1t .. a")
t det A




Diese Berechnungsmoglichkeit der (eindeutig bestimmten) Losung = wird

Cramersche Regel genannt.

Beispiel. Gegeben sei

T1+29=1
£CQ—I—$3:1
3$1+2$2+$3:O

110 1
Damitist A= 0 1 1 und b= 1
321 0
11 10 10
ea=t |20 30192

damit ist A invertierbar und die Cramersche Regel anwendbar. Somit

110
111
021
e
110
011
30|
T T etA
111
011
392 0
= det A =1



