Eigenwerte, Diagonalisierbarkeit,
charakteristisches Polynom

Eine Fragestellung, die uns im weiteren beschaftigen wird, ist das Finden
eines moglichst einfachen Reprasentanten aus jeder Aquivalenzklasse ahnlicher
Matrizen.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum und F':V — V' linear.
(i) A € K heifit Eigenwert (EW) von F' |, wenn
dJoeV , v#0mit F(v) = v .

(ii)) Jeder Vektor v # 0 mit F(v) = Av heifit Eigenvektor (EV) von
F' zum Eigenwert \ .

Bemerkung. Sei dimV =n < oo und F:V — V linear. Dann sind
folgende Aussagen aquivalent :

(1) 3 Basis von V, welche aus Eigenvektoren von F' besteht,

(2) 3 Basis B von V, sodass Mpg(F) eine Diagonalmatrix der Form

A0 .0
Mg(F) = 0 A0 ist.
0 0 A

Beweis. Ist B = (vq,vs,...,v,) eine Basis von V| dann sind die Spalten
von Mpg(F) die Koordinatenvektoren von F'(vy), F(vs), ..., F(v,) bzgl.
B.
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Definition.

(i) F:V — V heifit diagonalisierbar, wenn eine der beiden vorigen
Bedingungen erfiillt ist.

(ii)) Eine n x n Matrix A heifit diagonalisierbar, wenn der zugehéorige
Endomorphismus L4 : K" — K" mit La(v) = Av diagonalisierbar ist
(< A ist dhnlich zu einer Diagonalmatrix) .

Bemerkung. Nicht jede Matrix (und damit nicht jeder Endomorphismus)
ist diagonalisierbar.

10

Sei K =R und A:(51

) . Dannist Ly = F : R? - R?> mit
F(ZL‘l,SUQ) = (5L’1,5£U1 —|—ZE2) .

Sei nun 0 # v = (x1,22) ein EVvon F'. Dann 3 A mit F(v) = Av .
Also ist (x1, 51+ x9) = A(z1,22) bzw. 1 = Ax1, bx1+x9 = Axg bzw.
(1—=XNz1=0
b1+ (1 =Nz =0 .
Dieses homogene Gleichungssystem ist nichttrivial losbar <

1—Xx 0
4 1-X

‘ =0 , woraus folgt, dass A =1.

Mit A =1 erhalten wir die Gleichungen z; = z; und 5x1 + x5 = x5 ,
womit 1 =0 und x9 =1t beliebig ist.

Damit ist v =1¢-(0,1) , t € R und es kann keine Basis von R? geben,
welche aus Eigenvektoren von F = L, besteht.

Man beachte, dass A =1 der einzige EW ist.

Eine hinreichende Bedingung fiir die Diagonalisierbarkeit ist durch fol-
gende Aussage gegeben :

Ist dmV =n<oo, F:V — V linear und d paarweise verschiedene
EW A, Ao, ..., A\, , dann ist F' diagonalisierbar.

Diese Aussage folgt aus dem folgenden



Lemma. Sei F':V — V linear und seien vq,...,v, EV zu paarweise
verschiedenen EW .

Dann sind die Vektoren wvy,vs,...,v,, linear unabhangig.

Beweis. (mittels vollstdndiger Induktion {iber m)

Der Fall m =1 ist klar, weil v; # 0 . Sei die Aussage giiltig fiir m — 1
Vektoren (Induktionsvoraussetzung).

Seien nun vy, ...,v,, EV zu paarweise verschiedenen EW A, ..., \,, .
Betrachte ojvi + ... + v, =0 mit «o; € K. Dann ist
0= A\,oqv1 + ... + A0, und

0= F(O) = a1\ U1 + ... + X AU -

Subtraktion der beiden Gleichungen ergibt
0= al()\m — )\1)’01 + ...+ Oémfl()\m — )\mfl)vmfl .

Laut Ind.vor. ist dann ay(A\,, — A1) = 0, ..., —1( Ay — A1) = 0, und
weil die \; paarweise verschieden sind, ist a3 =... = ay,-.1 =0 .

Damit erhalten wir \,,v,, =0 und weil v,, 20 ,ist «,, =0 .

Also sind vy, ...,v,, linear unabhangig. [

Definition. Sei F:V — V linear und A € K.

Dann heifit Eig(F;\) ={v eV : F(v) = A} der Eigenraum von F
brgl. \ .

Bemerkungen.

1) Weil F(v) =X < (F—Xidy)lv) =0 < v € Ker(F — XNidy) ,
ist Eig(F;\) ein Untervektorraum von V , und Eig(F;\)\ {0} ist die
Menge der zu A gehorigen EV von F' .

2) A ist EWvon F & Eig(F;\) # {0} & F — Aidy nicht injektiv .

3) F ist nicht injektiv < A =0 ist EW .



4) M # A = Eig(F; A1) N Eig(F; A2) = {0} .

(v € Eig(F; \)NEig(F;\y) = F(v) = v, F(v) =Xv = (M —X)v=
0 = v=0)

Sei nun dimV =n<oo, F:V — V linear und seien A, B Basen von
V.

Mit A= M4(F) und B = Mp(F) gilt wegen frither B = SAS™! und
damit det B = det(SAS™!) = det Sdet Adet S~ =det A .

Damit konnen wir nun die Determinante eines Endomorphismus F
auf eindeutige Weise durch

det F' = det M4(F) (A irgendeine Basis von V)

definieren.

Damit gilt : A ist EW von F' < det(F — Xidy) =0 .
(A ist EW von F' < F — Aidy ist nicht injektiv < F' — Aidy ist nicht
bijektiv < det(F — Xidy) =0 )

Ist dartiberhinaus A eine Basis von V und A = My(F) , dann gilt
offenbar

M(F = Nidy) = A— AE, und det(F — Xidy) = det(A — \E,,) .

Definition. Mit der Unbestimmten ¢ heif3t dann

ail — t ai12 A1n
-t ..
Pr(t) = det(A — tE,) =| @ 9 2n

das charakteristische Polynom von F'.

(Beachte, dass das charakteristische Polynom von F' nicht von der Wahl
der Basis A abhéngt ! )

Berechnen wir diese Determinante nach der Formel



det B = Z Signa 510(1)520(2)...19”0(”)

ocEeS,

und beachten, dass fiir ¢ =id der Summand (a; —1t)...(a,, —t) auftritt,
dann lésst sich Pp(t) in der Form schreiben

Pe(t) = (a11 — )o.(amm — t) + Q(t)

und in jedem Summanden von (¢) konnen hochstens n — 2 Diago-
nalkomponenten auftreten, also ist Q(¢) ein Polynom hochtens von einem
Grad <n-—2.

Schreiben wir weiter
(a1 — t)ec(apn — 1) = (=1)"" + (=1)" a1 + ... + ann)t" 4+ Q1 (1)
dann ist deg(@); <n —2 und

Pp(t) = apt™ + a1 t" 1+ .+ ot + o9 mit

a, = (—1)"

an1=(—1D)"Yay + ... + ann) (a1 + ... + ay, heifit Spur von A)
apy = det A .

Definition. Sei A eine n X n Matrix. Dann heif3t
Pa(t) = det(A — tE,) das charakteristische Polynom von A .

(Dies ist natiirlich das charakteristische Polynom von L4 : K" — K" mit
LA(ZL’) = Ax )

Beispiel. Sei A = (; %) . Dann ist
1—t 2 5 5
Pa(t) = det(A —tE,) = o 1_4 =(1—-t)y—4=t"—-2t—-3.

Aufgabe. Man zeige, dass fiir dhnliche Matrizen A, B € M(n x n;K)
gilt : Pa(t) = Pp(t) .



Wollen wir also die Eigenwerte eines Endomorphismus bestimmen, miissen
wir die Nullstellen des zugehorigen charakteristischen Polynoms bestim-
men.

Bemerkung 1. Ist F:V — V diagonalisierbar, dann zerfallt Pp(t) in
Linearfaktoren.

Beweis. Laut Annahme existiert eine Basis A mit

MO .0
0 X .. 0
Maby =
0 0 . A

Damit ist PF(t> = ()\1 — t)(>\2 — t)()\n — t) . U

Bemerkung 2. Sei die n xn Matrix A diagonalisierbar, i.e.
F:K"— K" mit F(v) = Av ist diagonalisierbar.

Dann ist bekannterweise die darstellende Matrix von F' bzgl. der kanon-
ischen Basis A gleich A .

Weiters gibt es eine Basis B = (vy,...,v,), sodass B = Mpg(F) eine
Diagonalmatrix ist.

Wie frither erwahnt, gibt es dann eine invertierbare Matrix S mit B =
S~1AS | und die j-te Spalte von S ist der Koordinatenvektor von v,
bzgl. der kanonischen Basis A .

Damit : Die Spalten von S sind die Vektoren wvy,vs,...,v, .

(Schreibt man B = SAS™! dann sind die Spalten von S~! die Vektoren
U1, U2y --uy Un)

0 —1 1
Beispiel. Sei A= -3 -2 3
-2 -2 3



-t -1 1
Dannist Pa(t)=| -3 —2—t 3 |=..=—(t—1>2t+1).
-2 =2 3-t

Damit sind Ay =X =1 und A3 = —1 die Eigenwerte.
Nun zur Bestimmung der Eigenvektoren bzw. Eigenraume.

e Fir A\ = \y =1 erhalten wir das homogene Gleichungssystem

-1 -1 1 T 0
-3 -3 3 ro | =10 , damit 3 =21+ 22 und
9 2 9 23 0
T X1 1 0
als Losungsvektor r9 | = X9 =z | 0O | +ao| 1
T3 T+ X9 1 1
Somit existieren zum (doppelten) Eigenwert A = 1 zwei linear un-

abhéngige Eigenvektoren (1,0,1), (0,1,1), welche den zugehorigen Eigen-
raum Eig(A;1) aufspannen.

e Fir A3 = —1 erhalten wir das homogene Gleichungssystem
1 —-11 1 0
-3 -1 3 zo | =1 O und weiters
-2 =2 4 X3 0
I T 1
als Losungsvektor zo | =\ 31 | =21 | 3
X3 2$1 2

Zum (einfach auftretenden) Eigenwert gibt es also einen linear unabhéngigen
Eigenvektor, etwa (1,3,2) , welcher den Eigenraum FEig(A; —1) aufspannt.

Die Vektoren (1,0,1), (0,1,1), (1,3,2) sind linear unabhéngig, damit
ist A diagonalisierbar und es gilt

101
St=10 3 und SAS! =
1 2

o O =
o = O
o O

1
1



Beispiel. Gesucht sind die Eigenraume von F': Py — Py , wobei

p(r) = (L +7)p'(7) = 3p(7) .
Ist A= (1,7,7%) die kanonische Basis von Py , dann ist

Fl)=-3, F(r)=1-27, F(t%) =27 — 7% , also

-3 1 0
A= My(F)= 0 —2 2
0O 0 -1
—3—-A 1 0
EW von A: 0 —2—=A 2 =0
0 0 —1-A

= )\1:—1,)\2:—2,)\3:—3.

1
Zu A; = —1 erhalten wir den Eigenvektor z; = | 2 und
1

Eig(F;—1)={p(1t) € Py : p(r)=v(1+27+7%), v eR}.

1
Zu Ay = —2 erhalten wir den Eigenvektor x;;= [ 1 und
0

Eig(F;—2) ={p(t) €Py : p(t)=v(l+71), veR}.

1
Zu A3 = —3 erhalten wir den Eigenvektor z;;;= 1| 0 und
0

Eig(F;—3) ={p(t) € Py : p(r)=v, veR}.

cosS — sin

Beispiel. Die Matrix A = ( ) beschreibt eine Drehung

sin@  cos«

des R?.

Pa(t) = =t>—2tcosa+1

cosa—t —sina
sin v cosa —t



Die Nullstellen von P4(¢) sind damit durch A; 9 = cosa £ vcos?a — 1
gegeben.

M2 eR & cosa=1 < a=0 oder a =1 .

Nur diese beiden Drehungen sind diagonalisierbar, - alle anderen Drehun-
gen haben keine Eigenvektoren.

Beispiel. Sei A= <CQSOK S > , o eR.
sinae — cos «
Pit)y=t2?—-1=(@(t+1)(t—1).
Damit gibt es zwei verschiedene Eigenwerte Ay =1 und Xy = —1 und
somit ist A diagonalisierbar.
Man rechnet leicht nach, dass
coS

a cos &7
Fig(4;1) =R < .2 > und Eig(A4;—1) =R ( ats ) :
a atn

Sin Sin D)

Geometrische Interpretation : A beschreibt eine Spiegelung an der Ger-
aden Eig(A;1)={veR? : Av=1}.



