Diagonalisierung

Bereits bekannt.
Sei V' ein K-Vektorraum, dimV =n und F :V — V linear.

Gibt es n paarweise verschiedene EW, dann ist F' diagonalisierbar und
Pr(t) zerféllt in Linearfaktoren.

Frage. Was geschieht, wenn Pp(t) mehrfache Nullstellen besitzt 7

Stets gilt
Lemma. Sei F':V — V linear, dmV =n und A ein EW.
Dann gilt :  u(Pp; \) > dim Eig(F; \) .

Beweis. Sei (vy,...,v,) eine Basis von Eig(F;\), und ergénze diese zu
einer Basis B = (vy, ..., U, Upi1, ..., 0p) von V.

A 0
Dann ist A = Mg(F) = 0 \ o te Zeilo
0 A’
A—1t 0
und weiters A —tE, = 0 N —te Zoile
0 A —tE,_,

Dann ist Pp(t) = det(A —tE,) = (A —t)"det(A" — tF,_,) , und folglich
gilt : w(Pp;A) > r=dimEig(F;\) . O

Beispiel. Betrachte F:R? — R? mit F(xq,29) = (29,0) .

Ist B die kanonische Basis, dann ist A = Mp(F) = < 01 ) :

00
Pp(t) =t* , damit ist A\ =0 der einzige EW mit pu(Pp;0) =2 .



1
0

Man beachte, dass Pr(t) in Linearfaktoren zerfillt, aber F nicht diag-
onalisierbar ist.

Eig(F;0) = KerF =R ( ) , also dim Eig(F;0) =1 < p(Pp;0) =2 .

Satz. Sei F :V — V linear und dimV = n . Dann sind folgende
Aussagen dquivalent :

1) F ist diagonalisierbar,
2) (i) Pp(t) zerfallt in Linearfaktoren, und
(i) w(Pp;A) =dimEig(F;\) V Eigenwerte A
3) Sind Ay, ..., A\ die paarweise verschiedenen EW von F' | dann ist

V = Eig(F; )\1) b ...PH Eig(F; )\k) .

Beweis.
1) = 2) : zu (i) siehe frither.

zu (ii) : 3 Basis B = (vy,...,v,) aus EV von F | oBdA seien die ersten
r1 Vektoren EV zum EW )\, , die nachsten ry Vektoren EV zum EW
Ao usf., und die letzten 7, Vektoren EV zum EW ). , wobei Ay, ..., \x
die verschiedenen EW bezeichnen und r + ...+ rp. =n .

In diesem Fall ist dann dim Eig(F; \;) = pw(Pp; ;) =1 fir 1 <i<k.

2) = 3): Mit (i) gilt Pp(t) = (=1)"(t — A\)™...(t — A\p)™  mit
r+..+r,=n und Aq,...,\; paarweise verschieden.

Weil Eig(F; \;) NEig(F; \;) = {0} fiir i¢#j ist
Eig(F; A1) + ... + Eig(F; \x) = Eig(F; \) @ ... @ Eig(F; \¢) und

dim(Eig(F; A1) @ ... ®Eig(F; \r)) = dim Eig(F; A1) + ... +dim Eig(F; \x) =
M+ ...+7rg="n.

Damit ist V = Eig(F;\) @ ... ® Eig(F; \x) .



3)=1): Firjedes 1 <i<Fk sei (vy), ...,v,(af)) eine Basis von Eig(F'; \;)
. Dannist i+ ..rp, =n.
Laut Voraussetzung sind dann die n Vektoren

Ug), ...,vﬁ?,v?’...,vﬁ?,...,v§’“), ...,vff) linear unabhangig, bilden also
eine Basis.

Somit ist F' diagonalisierbar. [

Zur konkreten Bestimmung, ob ein Endomorphismus diagonalisierbar ist,
betrachten wir folgende Situation :

F:V —V linear, dimV =n,
A eine Basis von V und A = My(F) .

Schritt 1. Bestimme Pp(t) . Wenn eine Zerlegung von Pp(t) in
Linearfaktoren nicht moglich ist, dann ist F nicht diagonalisierbar.

Sonst

Schritt 2. Fir jeden EW A von F' bestimme nun eine Basis von
Eig(F; \) .

Wenn p(Pp; \) # dim Eig(F; \) , dann ist F' nicht diagonalisierbar.
Wenn pu(Pp; \) = dim Eig(F; \) , dann ist F  diagonalisierbar, und die
EV von F' bilden eine Basis B von V .

Fiir B = Mp(F) gilt dann B = SAS™! und die Spalten von S~! sind
die Koordinatenvektoren der Basisvektoren aus B bzgl. der Basis A .

Beispiele.

1) SeiA:<;)_2) mit K=R? und F:R*? - R? | F(z)= Ax .
Cli-t 2|,

PF(t)—‘ 5 4_t‘—t 5t + 10 .



Prp(t) ist in R nicht in Linearfaktoren zerlegbar, daher ist F nicht diag-
onalisierbar.

5 10 7
2) Sei A= 0 -3 -3 ] ,K=R, F:R—-R> | F(x)=Az.
0 3 3

Pp(t) = (5 — t)t? , zerfillt also in Linearfaktoren (iiber K = R) .

Die EW sind A\ =5, Ay = A3 =0, des weiteren ist u(Pp;5) =1 und
p(Pr;0) =2

Zu A\ =5 erhalten wir das homogene Gleichungssystem

010 7 21 0 1
0 —8 —3 v |=(0] = 2z=pl0],ueRr.
0 3 -2 23 0 0

Damit ist dim Eig(F;5) =1 .

Zu Ao = A3 =0 erhalten wir das homogene Gleichungssystem

5 10 7 1 0 3/5
0 -3 -3 ro | =1 O = xp=up| —1 , peER.
0O 3 3 X3 0 1

Damit ist dim Eig(F;0) =1 # pu(Pr;0) =2 .
Somit ist A bzw. F' nicht diagonalisierbar.

3) Sei F: R — R mit F(x1,29,23) = (—x2 + 23, =371 — 239 +
3333, —2561 — 2332 + 3[133) .

Ist A die kanonische Basis im R? , dann ist

0 -1 1
A=MyF)=| -3 -2 3
—2 -2 3

Pp(t)=—(t—1)%t+1),damitist Ay =X =1, \3=—1.



1 0 1
Eig(F;1)=R| 0 | +R| 1 | , Eig(F;-1)=R [ 3
1 1 2

Somit dimEig(F;1) =2 = u(Pp;1) , dimEig(F;—1) =1 = u(Pp; 1) .

1 0 1
Folglich ist A diagonalisierbar und o1, 1], 3 bilden eine
1 1 2

Basis fiir R? .

1 0 1 01
SAS~'=1 0 0 und S~ '=101 3
0 11 2

S = O

—1



