Basis und Dimension

Als néchstes wollen wir die wichtigen Begriffe ” Erzeugendensystem” und
”Basis” eines Vektorraums definieren.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum und (v;);e; eine Familie von
Vektoren aus V .

1) (v;)ier heiit ein Erzeugendensystem von V' | wenn Span(v;) =V .

2) (v;)ier heifit Basis von V | wenn (v;) ein Erzeugendensystem und
linear unabhangig ist.

(Die Anzahl der Elemente einer Basis heifit die Lange dieser Basis und
kann eventuell oo sein.)

Beispiele.
1) Sei V =K" . Wie zuvor gezeigt wurde, ist die Familie (eq,eo,...,e,)

mit ¢; = (0,..,0, 1 ,0,..0) linear unabhéngig.
i—teStelle

Sei nun v = (ay, as, ...,a,) €V .
n
Dann gilt offenbar v = aje; + ases + ... + ane, = > ae; .
i=1

Damit ist (eq, e, ...,e,) auch ein Erzeugendensystem, mithin eine Basis.
Sie heifit die kanonische Basis im K" .

2) Gegeben seien die Vektoren v; = (3,—1) , vo = (4,1) , v3 = (—1,2)
im R? .

(v) ist linear unabhéngig, aber Span(v;) # R?

(v1,v9,v3) sind linear abhangig (weil 9v; — 5vy + Tvg = 0) , und spannen
den R? auf, - sind also ein Erzeugendensystem, aber keine Basis.

Man iiberlege sich : (vy,vs) ist eine Basis des R? .

3) C als C-Vektorraum hat die (kanonische) Basis (1) , C als R-
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Vektorraum hat die Basis (1,1) .

4) (po,p1,---»pp) mit p;(t) =t' ist Basis von P, .

5) Per definition ist die leere Familie Basis des Nullvektorraums {0} .

Bemerkung. Eine linear unabhéngige Familie (v;);e; ist offenbar eine
Basis von Span(v;);er -

Die folgende Aussage sei ohne Beweis angefiihrt und charakterisiert den Be-
griff der Basis als ein Erzeugendensystem, das nicht mehr verkleinert wer-
den kann, bzw. als linear unabhangige Familie, die nicht mehr vergrofiert
werden kann.

Satz. Sei (v;)je; eine Familie von Vektoren im K-Vektorraum V . Dann
sind folgende Aussagen aquivalent :

1) (v;)ier ist Basis von V|

2) (vi)ier ist ein unverkiirzbares Erzeugendensystem, d.h. VJ C I, J # 1
gilt Span(v;)ics # V.

3) (vi)ier ist eine unverlangerbare linear unabhéngige Familie, d.h. (v;);er
ist linear unabhéngig und jede Familie (v;);ey mit I C J |, [ # J ist
linear abhangig.

4) (v;)ier ist ein Erzeugendensystem und jeder Vektor v # 0 besitzt eine
eindeutige Darstellung als Linearkombination der (v;);ers -

Folgerung. (Basisauswahlsatz)

Sei der K-Vektorraum V endlich erzeugt, d.h. V besitzt ein endliches
Erzeugendensystem (vq, v, ...,v,) . Durch sukzessives Wegnehmen von
Vektoren erreicht man in endlich vielen Schritten ein unverkiirzbares Erzeu-
gendensystem.

Dies heifit, dass aus einem endlichen Erzeugendensystem eine Basis aus-
gewahlt werden kann.



Fiir den spater folgenden Austauschsatz von Steinitz ist folgender Hilfssatz
wichtig.

Lemma. (Austauschlemma)

Sei (v1,v2,...,v,) eine Basis von V und sei w = Mvy+ ...+ Ao, .
Gilt A\ #0,soist (vy,..., V51, W, Vg1, ..., ;) wieder eine Basis.

(Hier kann also v, durch w ausgetauscht werden)

Beweis. oBdA (= ohne Beschrinkung der Allgemeinheit) konnen wir den
Fall k=1 (bzw. X # 0) betrachten (ansonsten Umnumerierung der
Basisvektoren).

Zu zeigen ist also, dass (w,vs,...,v,) eine Basis ist.
Sei v € V . Dann gibt es pq, us, ..., 1 € K sodass
V= U1U1 + MU + ...+ Uy .

1 A A -
Wegen v, = nw /\—21)2 — X0 1st
A A
v=8w+ (pp — B2 )va + .+ (e — 5o

Also ist (w,vs,...,v,) ein Erzeugendensystem.

Nun gelte aw + asve + ... + a,v, = 0 . Dann ist

alv + (e + ag)ve + ... + (N + a)v, =0 .

Weil (v, v9,...,v,) linear unabhéngig ist, gilt
a1 =0, aa+ay=0,..., a\,+a,=0.
Weil A\ #£0,ist @« =0 und damit aps =... =, =0
Dies wiederum bedeutet, dass (w,vs,...,v,) linear unabhéngig ist, also

eine Basis. [

Sukzessive Anwendung des Austauschlemmas liefert folgende Aussage.

Satz. (Austauschsatz von Steinitz) (ohne Beweis)

Sei (v1,v9,...,v,) eine Basis des K-Vektorraums V | und sei weiters



(wq,ws, ..., wy,) eine linear unabhéngige Familie.

Dann ist n <r ,und 3 41,%9,...,%, sodass v; gegen w; , v;, gegen
wy , ...,V gegen w, ausgetauscht werden konnen und man wieder eine
Basis erhalt.

(D.h. wy,ws, ..., w, und geeignete Vektoren aus (v, vs,...,v,) bilden
eine Basis)

Folgerung. Besitzt V' eine endliche Basis, dann ist jede Basis endlich
und je zwei Basen haben die gleiche Lange.

Beweis. Sei (v1,v9,...,v,) eine (endliche) Basis von V . Wegen des
Austauschsatzes kann es nicht mehr als r linear unabhangige Vektoren
geben.

Ist nun (wy,ws, ..., wy) eine weitere Basis, dann liefert die zweimalige
Anwendung des Austauschsatzes k£ <r und r <k, also k=r. O

Damit kann jetzt sinnvoll die Dimension eines K-Vektorraums erklart wer-
den.

Definition. Sei V ein K-Vektorraum.

dimKV = {

00 V' hat keine endliche Basis
T V' hat eine Basis mit r Vektoren

heifit Dimension von V iiber K .

Bemerkungen.

1) Mittels des sogenannten Lemmas von Zorn (dies ist ein mengentheo-
retisches Prinzip, das als giiltig angesehen wird) kann man zeigen: jede
linear unabhangige Familie in einem K-Vektorraum kann zu einer Basis
vergroflert werden. Dies zeigt auch, dass jeder K-Vektorraum eine Basis
besitzt.

2) Sei V' endlich erzeugt. Wie frither gezeigt, ist V' dann endlichdimen-
sional. Wéhle eine Basis von V | etwa (v1,vs,...,v,) . Zu einer gegebenen
linear unabhéngigen Familie (wq,ws,...,w,) gilt dann n <r und nach



geeigneter Umbenennung ist dann (wy, ..., Wy, Upy1,...,0,) eine Basis.

Dies bedeutet, dass (wi,ws,...,w,) zu einer Basis vergroflert werden
kann (Basisergdnzungssatz) .

3) Sei dimV =n < oo und (vi,ve,...,v,) linear unabhéngig. Dann ist
(v1,v9,...,v,) eine Basis.

4) Sei W <V und dimV < oo . Dann ist dimW < dimV, und wenn
dimW = dimV , dannist V =W .

Beispiele.

1) dimgK"=n (weil (e,...e,) Basis ist)
2) dimP, = n + 1

3) dimgR = 0o  (Beweis zur Ubung)

4) dimcC=1 , dimpC =2

5) dim Abb(R,R) =oco (Beweis zur Ubung)

Seien W, W' <V . Wie frither erwahnt, ist dann W + W’ <V . Man
iberzeugt sich leicht, dass W + W’ = Span(W U W’) . Wir fragen nun
nach der Dimension von W + W’ . Hier gilt

Satz. (Dimensionsformel)
Sei dimV < oo und W, W’ <V . Dann gilt

dim(W + W') = dimW + dimW’ — dim(W n W') .

Beweis. Sei (v1,...,v,) eine Basis von W N W' . Weil WNW' W
und W N W' < W', existieren nach dem Basiserganzungssatz Vektoren

wy,...,wy €W und wi,...,w; € W’ sodass (vi,..., v, w1,...,wy) eine
Basis von W und (vy,...,v,, w0, ..., w;) eine Basis von W' ist.
Wir behaupten nun, dass B = (vi,..., v, w1, .., W, wy,...,w;) eine

Basis von W + W' ist.



i) Sei ve W+ W . Esgibtalso weW und ' € W mit v =

w+w' . Weil w eine Linearkombination von (v1,...,v,, w1, ..., w;) und
w’ eine Linearkombination von (vi,...,v,, wi,...,w;) ist, ist v eine
Linearkombination von (vi,...,v,, wy,..., W, W, ..., w;) . Somit ist B

ein Erzeugendensystem von W + W' .

ii) Sei Ay + ...+ My + pwy + .o+ ppwg + phw) + oo+ ] =0
Setze v = Muvi+ ...+ A\, + piwy + ... 4+ ppwy . Dann gilt v € W und
wegen v = —(pjw] + ...+ pwy) auch v e W' jalso ve WNnW’.
Damit existieren aber Aj,..., A, € K mit v = MNuv+...+ X, .
Nungilt 0 =v—v= (A —=A)vi+...4+ Ay — X))o+ prwy + ... + prwy
Weil (vy,...,vp, w1, ..., wg) linear unabhéngig ist, gilt

)\1=>\/1,..., )\HZA%, M:O,..., ;/szo.

Damit ist o1+ . .+ v Hpjwi+. . 4wy = 0. Weil (vq, ..., v, 0], ... w))
linear unabhangig ist, gilt

M=0,..., =0, 4/=0,..., yy=0, womit

(U1, O, w1, .., Wy, WY, .., wy)  linear unabhéngig ist. Damit ist die
Behauptung gezeigt.

iii) Damit gilt also dim(W +W') =n+k+1, dimW =n+k, dimW’' =
n+l, dm(WnW')=n.

Also dim(W +W') = dimW + dimW' — dim(W nWwW’) . O

Sei V' ein K-Vektorraum und W, W' <V . Gibt esein 0 £Av e WNW’
, dann gilt trivialerweise v =v + 0 = 0+ v . Dies bedeutet aber, dass die
Darstellung von v als Summe eines Vektors aus W und eines Vektors
aus W’ nicht eindeutig ist.

Die Frage nach der Eindeutigkeit der Darstellung fiihrt zum Begriff der
direkten Summe.

W + W’ ist die direkte Summe von W und W', in Zeichen W & W’
, wenn zusatzlich WNW’'={0} ist.

Satz. Folgende Aussagen sind aquivalent:
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1) Die Summe von W und W’ ist direkt,
1 1
2) VoeW+W JweW FJuweW mit v=w+uw.

Beweis.
1)=2): Sei veW+W mit v=w; +w;, und v=ws+ wh , wobei
wy,we € W und wi,w) e W’ .

: / / / /
Dann ist wy +w] = wy + w; bzw. w; —ws = wy — w; .

Damit ist w; —ws € W N W', und laut Voraussetzung ist w; —ws =0,
also w; = wy . Damit ist aber auch w}| = wj , d.h. die Darstellung von v
ist eindeutig.

2) = 1): Wirdeein 0# v e WNW’ existieren, so hitte man durch
v=v+0=0+v einen Widerspruch zur Eindeutigkeit der Darstellung.
Also mu8 W N W' = {0} sein. O

Bemerkung. Ist V=W @& W', dannist dimV = dimW + dimW’ .

Bemerkung. Sind endlich viele Unterraume W,... W, gegeben, dann
heilt die Summe W; + ...+ W, direkt, wenn jeder Vektor v € Wj +
... W, auf eindeutige Weise als Summe von Vektoren aus Wiy, Wy, ..., W,
dargestellt werden kann. Man schreibt W1 & ... W, .

Dies ist gleichbedeutend zu W; N (> W,) ={0} V.
JFi



