Lineare Abbildungen - 11

Eine lineare Abbildung F :V — W wird auch als (Vektorraum-) Homo-
morphismus bezeichnet.

Die Menge aller Homomorphismen V — W bezeichnen wir mit

Homg(V, W) ={F:V — W : F ist linear} .

F € Homg(V, W) heifit
Isomorphismus , wenn [ bijektiv ist,
Monomorphismus , wenn F' injektiv ist,
Epimorphismus , wenn F' surjektiv ist,
Endomorphismus , wenn V =W ,

Automorphismus , wenn V =W und F bijektiv ist.

Bemerkungen.

1) (Die Komposition von linearen Abbildungen ist wieder linear)

Seien V., W,U K-Vektorraumeund F :V — W und G : W — U lineare
Abbildungen.

Dann ist auch die Kompostion Go F':V — U linear.

Beweis. (G o F)(Avy + pve) = G(F(Avy + pve)) = GAF (v1) + pF(v9)) =
AG(F(v1)) + pG(F(v2)) = MG o F)(v1) + p(G o F)(v2) 0

2) Sei F':V — W ein Isomorphismus. Dann ist die Umkehrabbildung
F~':W — V linear und damit ist F~! ebenfalls ein Isomorphismus.

Beweis. Aufgabe.

3) Sei Aut(V) die Menge der Automorphismen von V' .

Dann ist Aut(V) eine Gruppe bzgl. der Verkniipfung von Abbildungen.



Beweis. Aufgabe. (Man bestimme dabei das neutrale Element sowie das
inverse Element zu einem F')

4) Es gilt: Homg(V, W) < Abb(V, W) .

D.h. die Summe von zwei linearen Abbildungen ist wieder linear und das
skalare Vielfache einer linearen Abbildung ist wieder linear.

Beweis. Seien F,G € Homg(V, W) und X € K. Dann ist zu zeigen,
dass F'+ G € Homg(V, W) und AF € Homg(V,W) .

Setze H = F + G . Dann gilt H (A1 + Aove) = (F + G)(Avg + X)) =
F()\lvl+/\202)+G()\12)1+)\2U2) = /\1F(7)1) +)\2F(”02)—|—/\1G(U1)+>\2G("U2) =
M (F(v1) + G (v1)) + Ao (F(v2) + G(v2)) = Ai(F + G)(01) + Ao (F + G) (v2)
)\1H(U1) + )\QH(UQ) .

()\F)(Alvl + )\21}2) = \- F()\lvl + )\202) = \- (>\1F(Ul) + )\QF(UQ))
)\)\1F(U1) + )\)\QF(UQ) = )\1()\F) (Ul) + AQ()\F)('UQ) .4

5) Isomorphe Vektorrdume sind bzgl. ihrer Struktur als Vektorrdume
gleich bzw. nicht unterscheidbar.

Ist FF:V — W ein [somorphismus, dann gilt etwa

e (v1,vy,...,v;) linear unabhingigin V. < (F(v1), F(v2),..., F(vg))
linear unabhangig in W

o (v1,v9,...,v;) Basisin V. < (F(v), F(v9),...,F(v;)) Basisin W

Mit jeder linearen Abbildung F': V — W sind zwei wichtige Unterraume
verbunden.

KerF'= F1({0})={veV : Fo)=0}<V ... Kernvon F
ImF=FWV)<aW ... Bildvon F

Offensichtlich gilt: F' ist surjektiv < ImF =W .

Beobachtung. F ist injektiv < KerF = {0} .

Beweis. "=" : Beachte, dass stets 0 € KerF . Sei nun 0 # v € KerF' .
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Wegen F'(v) = F(0) =0 ergibt sich ein Widerspruch zur Injektivitét.

<" 1 Sei F(vy) = F(vy) . Dann ist 0 = F(v1) — F(vy) = F(v; — vg)
also vy —v9 € KerF' und damit v; — vy =0 bzw. v = vy .

Beispiele.
1) Sei weR" fest und F:R — R" mit F(\) = \w .

Fir w=0 ist KerFF =R und ImF = {0} . Fir w# 0 ist KerF = {0}
und ImF eine Gerade durch O .

In beiden Fallen gilt dimKerF + dimImF =1 (= dimR) .

2) Seien wy,ws € R™ linear unabhingig und F : R? — R™ mit F(\, pu) =
AWy + pws .

Dann ist F linear, Ker" = {0} und ImF eine Ebene durch O .

Es gilt dimKerF + dimImF = 2 (= dimR?) .

3) Sei F:K"— K™ mit

n n
F(x1, 29, ...ixy) = (D] a1z, Y agjxj, ... Y Qmit;) -
j=1 j=1 j=1

Dann ist KerF' die Losungsmenge des Gleichungssystems

a;1ry + aprs + ...+ ar, =0
9171 + A22%9 + ... + AopTy = 0

A1 1 + amoxo + ... + @y, =0

Eine wichtige Beziehung zwischen KerF' und Im/F wird durch die Di-
mensionsformel ausgedriickt.

Satz. (Dimensionsformel)

Sei F':V — W linear und dimV < oo . Dann gilt



dimV = dimKerF' + dimImF’

Beweis. Weil dimImF < dimV < oo , gibt es eine endliche Basis

von ImF | etwa (wi,ws,...,w,) . Nun wihle vy, v9,...,v, € V mit
F(v;) =w; Vi.Dannist (vi,vs,...,v,) linear unabhéngig in V' .
Wihle eine Basis (ug,us,...,u;) von KerF' .

Wir zeigen nun, dass B = (uq, ..., ug,v1,...,v,) eine Basis von V ist.

Sei v € V. Dann gibt es Aq,..., A\, € K sodass F(v) = Mjwi+... hw, =
F()\lvl+...+)\rvr).

Dann ist aber v — (Mvy + ...+ A\w,.) € KerF' und folglich gibt es
fi, s pe € K mit v — Moy + ..o+ ANop) = pug + - F g

Damit ist v = puy + ... + prug + Av1 + ... + A\, . Dies bedeutet, dass
B ein Erzeugendensystem von V' ist.

Sei nun  pyuq + ...+ prug + Ao+ ...+ Ao, =0 . Dann ist
0=F(0)=mwmF(u)+ ...+ peF(up) + \MF(v1) + ...+ NF(v,)=
)\1F(1}1)—|—...+>\7~F(U7~):A1w1+...+)\,~’wr .

Weil (wy,...,w,) linear unabhéngig ist, gilt A\ =... =\, =0
Somit pquy + ...+ prur = 0 und weil (ug,...,ux) linear unabhingig ist,
gilt py=...=pur=0.

Damit ist B auch linear unabhangig und somit eine Basis.

Aus dimKerF = k |, dimlmF = r und dimV = r + k folgt die
Behauptung. [J

Bemerkung.

e dimKerF heifit auch der Defekt von F' | in Zeichen defF' .
e dimImF heiffit auch der Rang von F' | in Zeichen RgF' .



