Rang einer linearen Abbildung

Zur Wiederholung: Ist F :V — W eine lineare Abbildung, dann ist der
Rang von F gleich

RgF' = dimImF' .

Bemerkungen.

1) Stets gilt RgF < dimV . RgF kann auch "00” sein (betrachte
idy : V — V wobei dimV = o0) .

2) Ist dimV < oo, dann folgt aus der Dimensionsformel (dimV =
dimKerF + dimImF’) sofort
RgF = dimV <« F' ist injektiv.

3) Ist F:V — W ein Isomorphismus, dann gilt klarerweise RgF =
dimV = dimW .

4) Sei Ae M(m xn;K) und L(A): K" - K™ die durch A definierte
lineare Abbildung, also x +— A-z. Sei (ey,...,e,) die kanonische Basis in
K" | dann wird ImL(A) wegen A-x = x1Ae;+ ...+ x,Ae, aufgespannt
von den Vektoren Aej, Aes, ..., Ae, . Dies sind aber die Spalten von A .

Somit ist RgL(A) = Spaltenrang von A .

Damit wiederum kann nun der Rang einer Matrix A definiert werden
durch RgA = RgL(A) = Spaltenrang von A .

Frage. Seien V,W endlichdimensional und F :V — W linear. Wie
kann eine Basis von ImF (und damit auch der Rang von F') bestimmt
werden 7

Sei A eine Basis von V und B eine Basis von W .

Setze A = Mg(F) .
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Weil &4 und &5 Isomorphismen sind, geniigt es, eine Basis von ImL(A) <
K™ zu bestimmen. Die Bildvektoren unter ®p liefern dann die gesuchte
Basis fiir ImF' .

Wie schon erwéhnt, wird ImZL(A) von den Spalten von A aufgespannt.

Damit: Bilde 'A (dadurch werden die Spalten von A zu den Zeilen
von 'A ), und bringe ‘A auf Zeilenstufenform B . Die von der Nullzeile
verschiedenen Zeilen von B bilden dann eine Basis von ImZL(A) .

Beispiel. Sei V =R? und W =R®. A (bzw. B) sei die kanonische
Basis in R* (bzw. R’).

F(xy, w9, 23, 24) = (0,9 — X3, =209+ 223, 201 + To+ X3+ T4, — 11 — T3+ 214)

Damit
0000 00 0 2 —1
oLy 01 —21 0
Mg(F)=A=] 0 -2 2 0| ,6 A=
0 -1 2 1 -1
S 00 0 1 2
-1 0 —1 2
01 -21 0
00 0 2 —1
und B = OOOO%
00 0 0 0

Somit ist RgF = RgB = 3 , und die Vektoren

(0,1,-2,1,0) , (0,0,0,2,—1) ,(0,0,0,0,g) sind folglich eine Basis von
ImL(A) . Weil W =R®> und &5 = idgs bilden diese Vektoren dann auch
eine Basis von ImF' .



Die folgende wichtige Aussage ist charakteristisch fiir endlichdimension-
ale Vektorrdume und eine Konsequenz der Dimensionsformel (dimV =
dimKerF' + dimImF') .

Lemma. Sei F':V — W linear und dimV = dimW < oo . Dann sind
folgende Aussagen aquivalent:

i) F ist injektiv,

ii) F ist surjektiv,

iii) F ist bijektiv.

Beweis.

i) = ii) : F injektiv = KerF ={0} = dimKerF =0 =
dimW = dimV = dimlmF = W =ImF' , d.h. F' ist surjektiv.

ii) = iil) : zu zeigen ist, dass F' injektiv ist. Laut Voraussetzung ist W =

ImF' . Damit ist dimV = dimW = dimImF' , folglich ist dimKerF =0 .
Damit gilt KerF = {0} , also ist F' injektiv.

i) = i) : trivial. O

Folgerung. F :V — W ist ein Isomorphismus < dimV = dimW
und RgF = dimWW .

Definition. Eine quadratische Matrix A € M (nxn;K) heifit invertier-

bar (oder regulir), wenn eine Matrix A’ € M(n xn;K) existiert, sodaf
AA'=AA=E,.

Nichtinvertierbare Matrizen heiflen singular.
Bemerkung. Die Menge GL(n;K) = {A € M(n x n;K) @ A ist

invertierbar} ist eine Gruppe bzgl. der Multiplikation von Matrizen
("general linear group”).

A’ ist damit eindeutig bestimmt und wird mit A~! bezeichnet und heifit
die inverse Matrix zu A .

Dabei gilt (AB)™! = B7'A™! . Falls A invertierbar ist, ist auch 'A
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invertierbar und es gilt (*fA)™! = (A7) (weil Y(ATHA= (4471 =
‘B, = E, ).

Satz. Sei F:V — W linear und dimV = dimW = n < co . Weiters
seien A und B Basen von V bzw. W . Dann sind folgende Aussagen
aquivalent:

1) F ist ein Isomorphismus,
2) My\(F) ist invertierbar.
Falls F ein Isomorphismus ist, gilt ME(F~!) = (Mg(F))™* .

Beweis. Setze A= Mg(F) .

1) = 2): Setze A'= ME(F~'). Aus vorherigen Ergebnissen folgt, dass
AA" = M (F)YME(FY) = ME(F o F1) = ME(idw) = E, und
AA=M{(F1toF)=M{(idy)=E, .

Dies heifit aber, dass A invertierbar ist und die Zusatzbehauptung erfiillt
ist.

2) = 1) : Setze G = L5(A™!) . Dann ist
FoG=Lg(A) o L5(A™) = LE(AA™Y) = LE(E,) = idy und
GoF =L5(A ) o L(A) = LA(ATA) = LY(E,) = idy .
Dies heifit aber, dass F bijektivist und F~'1=G . O



