01. Gruppen, Ringe, Korper

Gruppen, Ringe bzw. Korper sind wichtige abstrakte algebraische Struk-
turen. Sie entstehen dadurch, dass auf einer Menge M eine oder mehrere
sogenannte ” Verkniipfungen” definiert werden, i.e. zwei Elementen der
Menge wird ein weiteres Element zugeordnet. Diese Verkniipfungen konnen
streng genommen als Abbildungen M x M — M geschrieben werden, ob-
wohl in der Praxis zumeist eine andere Schreibweise gewahlt wird.

Definition. FEine Gruppe ist ein Paar (G,o) , bestehend aus einer
nichtleeren Menge G und einer Verkniipfung ” o” auf G , d.h. einer

Abbildung
o:GxG—=G , (a,b)—aod

sodass folgende Eigenschaften erfiillt sind.
(Gl) YVa,bce G : (aob)oc=ao(boc) (Assoziativgesetz)
(G2) dee€ G (neutrales Element von G) mit eca=a VaeG

(G3) YVae G Fd €@ (inverses Element zu a) mit ¢’ oa=e

Definition. Eine Gruppe (G,o) heifit abelsch (oder kommutativ)
wenn

VabeG : aob=boa (Kommutativgesetz)

Bemerkung. Falls iiber die vorliegende Verkniipfung Klarheit herrscht,
schreibt man fiir eine Gruppe oft abgekiirzt nur G . Statt aob schreibt
man oft auch a-b oder ab, bzw. im Falle einer abelschen Gruppe auch
a+b.

Bemerkung. Sei (G,o) eine Gruppe. Dann gilt
1) Fir ein neutrales Element e € G gilt aoce=a YVaeG.

2) Es gibt genau ein neutrales Element e € G .
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3) Ist d' inverses Element zu a € G , dann gilt aod =e¢ .
g

4) Zu a € G 3 genau ein inverses Element. Dieses wird bei der
Schreibweise (G,0) bzw. (G,-) mit a™! | bei der Schreibweise (G,+)
mit —a bezeichnet.

Beweis.

ad 3) : Zu d existiert wegen (G3) ein Element o’ mit a"od =e.
Damit erhalten wir mit (G1) und (G2)

aoad =eo(aod)=(a"od)o(aod)=a"o(d o(aocd)) =
:CL”O((CLIOCL)OCLI>:CL”O(BOCLI):CLHOCLIZG
ad 1) ace=ao(doa)=(aocd)oa=eoca=a

ad 2) Sei €' ein weiteres neutrales Element. Dann ist eoe’ =€’ weil e
neutral ist, und ebenso eoe’ =e weil ¢ neutral ist. Also e =¢" .

ad 4) Seien o', a” inverse Elemente zu a € G. Dann ist unter Verwendung
des bereits Bewiesenen

a"=d"oce=d"o(aod)=(a"oa)od =ecod =d . O

Bemerkung. (Beweis zur Ubung)

Va,beG: (a)t=a und (aob)t=bloal.

Beispiel. Die Menge Z der ganzen Zahlen bildet beziiglich der iiblichen
Addition die abelsche Gruppe (Z,+) .

Neutrales Element ist 0 , inverses Element zu m € Z ist —m .

Analog erhalten wir die abelschen Gruppen (Q,+), (R,+) und (C,+) .

Beispiel. Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist beziiglich der Addi-
tion keine Gruppe, weil kein neutrales Element und kein inverses Element
existiert.



Beispiel. Q\ {0} ist beziiglich der iiblichen Multiplikation eine abelsche
Gruppe. Neutrales Element ist 1 , inverses Element zu ¢ € Q \ {0} ist
1

Z
Analog erhalten wir die beziiglich der Multiplikation abelschen Gruppen
(R\ {0},) und (C\ {0},-),sowie (Q,-) und (R4,-).

Beispiel. (Z\{0},-) ist keine Gruppe, da es zwar ein neutrales Element
gibt, aber nicht immer ein inverses Element.

Beispiel. Sei M # () eine Menge und S(M)={f: M —- M : [ ist
bijektiv}. Dann ist S(M) beziiglich der Verkniipfung von Abbildungen
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o” eine Gruppe.

Neutrales Element ist die identische Abbildung idy, : M — M |, =z —
idys(z) = x . Das inverse Element zu f € S(M) ist die inverse Abbildung
f~1. S(M) ist im allgemeinen nicht abelsch, und heifit die symmetrische
Gruppe der Menge M .

Ist speziell M = {1,2,...,n} , dann schreibt man kurz S, fiir S(M) .
Ein Element o € S,, heiit Permutation der Zahlen 1,2,....n .

Definition. Ein Ring ist ein Tripel (R,+,:) bestehend aus einer
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nichtleeren Menge R und zwei Verkniipfungen ” +” und 7 -7 so-
dass folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(R1) (R,+) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 0
(R2) Va,B,y e R gilt (a-p)-y=a-(8-7)
a-(B+y)=(a-B)+(a-y) , B+7)-a=(F-a)+ (v @)

Bemerkung. (R,+,-) ist ein kommutativer Ring wenn
a-f=0-a Va,fER

(R,+,-) ist ein Ring mit Einselement wenn

4d1€¢ R sodass 1-a=a Vac€R



Beispiel. (Z,+,-) mit der iiblichen Addition und Multiplikation ganzer
Zahlen ist ein kommutativer Ring mit Einselement.

Beispiel. Sei M # () eine Menge und sei F(M,R) die Menge aller
Abbildungen M — R .

Zu f,g: M — R seien die Abbildungen f+ g, f-g wie folgt erklart
(f+9)(x) = f(z) +g(x) YeeM
(f-9)(x) = f(z)-g(z) VeeM

(Dabei sind auf den rechten Seiten jeweils die iibliche Addition und Mul-
tiplikation reeller Zahlen zu verstehen)

Dann ist F(M,R) ein kommutativer Ring mit Einselement.

Neutrales Element bzgl. der Addition ist die Nullabbildung 0: M — R
mit 0(z) =0€R Vze M.

Einselement bzgl. der Multiplikation ist die Abbildung 1 : M — R mit
l(z)=1eR Vze M.

Definition. FEin Korper ist ein Tripel (K, +,-) bestehend aus einer
nichtleeren Menge K und zwei Verkniipfungen ” 4”7 und 7 -7 sodass
folgende Eigenschaften erfiillt sind.

(K1) (K,4+) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 0, das zu
a € K inverse Element wird mit —a bezeichnet

(K2) (K \ {0},-) ist abelsche Gruppe mit neutralem Element 1 , das
zu a € K\ {0} inverse Element wird mit a™' oder mit 1
bezeichnet

(K3) a-(b+c¢)=(a-b)+(a-¢c) , (a+b)-c=(a-¢c)+(b-¢)

Bemerkung. Oft schreibt man nur K , wenn klar ist, welche Verkniipfungen
gemeint sind. Statt a -b schreibt man oft auch ab und verwendet die
Konvention, dass die Multiplikation starker bindet als die Addition, also
etwa a-(b+c)=a-b+a-c.



Statt @+ (—b) schreibt man a —b , statt ab™' auch ¢ .

Beispiel. (Q,+,:), (R,+,) und (C,+,-) sind bzgl. der tiblichen Addi-
tion und Multiplikation von Zahlen Korper.

Beispiel. (Z,+,-) ist kein Korper.

Beispiel.  Auf der zweielementigen Menge K = {0,1} kann eine
Korperstruktur wie folgt definiert werden.

0+0=14+1=0, 1+0=0+1=1
0.0=0-1=1-0=0, 1-1=1



